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नोट:--प्ृृष्ट २०६ पर “परिच्छिन सूल! की जगह समीकरण के 
मृल्ञों का आनयन चहिए | 

चतु्ांत समीकरण वाले अध्याय पर कोई संख्या नहीं है इसलिए 
विषय सूची में संख्या नहीं दी गयी । 


शा जानकांचदरुभा बजनयत । 


सम्पादककी भूमिका । 
भारतवष में बी मभगणित का अड्भर कब और पढिले कहाँ 


लग। यह अब स्पष्ट ऋप से जानता अत्यन्त कठिन है | तथापि 
जहां तक विचार से अनुभव द्वोता है यह जात पड़ता है कि इस 


देश में लिखने की विद्या प्रकट होने के पत्र ही से बीजगणित का 


भ्रचार था। पहिले # लोग जो कि अज्ञरों के छड़त से अपरिचित 
_ थे अव्यक्त पदार्थों के मानने के ज़िये जुद्े जुदे रहों की गोलिआं 
का व्यवहार करते थे . जब पांछे से छिखने का! विद्या प्रचलित 
हुईं तब बीजगरित की पोथिगों सें उन्हीं रंगों के सूचक शब्दों 


का व्यवद्वार द्दोने लगा जैप्ता कि संस्क्रत के बोजगणितों में अव्यक्तों - 


के मान सानन के लिये जा यावत्तावत्‌, कालक, नोलक, पीतऋ 
ल्ोहितक, श्वेतक, चित्रक,कपिलक, पिंगलक, पाटलक.धूम्र क, इयाम- 


. लक, मेचक इत्यादि शब्द रक्खे हैं उनसे स्पष्ट है | जिसकी रचना 


काल का अनुसन्धान अभां तक स्पष्ट रूप से नहीं हो सका है. 


स्रे आषग्रन्थ सूयसिद्धान्त के देखने से यही अनुमान होता है 
कि बीजगणित भारतवषे में हो पहिले उत्पन्न हुआ फिर यहाँ से 
सवत्र फेला है | क्योंकि काणशई (6 56 ० ६76 ०]पप०06९ 
०0 (06 5प7 फ्राक्ा आऑपडाल्ते पर 6 पलाएंणव ठटएट8 छा 
पाए) प6 4व्याएएा)) 0509706 75 45?) के आनयन के लिये 
इस भ्रन्थ में यह सूत्र 


(त्रिज्यावगोध तो5ग्ज्यावगेनिाट हदशाहतात्‌ । 
पुनद्वो दशनिक्लाच्च लम्यते यत फल इथेः ॥ 
शह्ूबगांधसंयुक्तविषुवद्वगभाजितात । 

वेव करणी नाम तां प्रथक्‌ खापयेठ्ू घ। । 


ज्म्क 
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अज्नी विपवच्छायाम्रज्यया गुरितता तथा ! 

भत्ता फराख्य तद्गेसंयुक्तकरणी पदम्‌ ॥ 

'फलेन हानसंयुक्त' दक्तिणात्तरगोलयो:ः 

याम्ययोविविशा शझ्टरेवं याम्योत्तरे रबी ॥. 

| परिश्रमति शझ्डजोस्तु शझ्लुरुत्तरयोस्तु सः | 

' लिखा है जिरूका अर्थ है कि त्रिज्या के बगे के आधे मेँ 

अआ्मा का वर्ग घटा कर शष के १५२ से गुण कर फिर शरशसे 

गुण दो ! इस गुणनफल में शझ्टवर्ग के आधे अथोत्‌ ७२ युत्त 
लभावंग से भाग दो | इससे जो भजनफड पाया जाय उसके 

करणी कह परिडत इस करणों का अलग लिख रक्‍खे | फिर १२ 

गुना पत्षमा के झा से गुणन स जो गुणनफल हो उसमें उसी 

का अथोत्‌ ७२ युत पल्भावग का भाग दां | इस लब्धि के फल 

कहो । इस फल्ल के वर्ग से युत करणी के वगंमूल में से उस फल 

के यदि सूर्य दक्षिण गोल में हो तो घटाओ और यदि सू उत्तर 


दर 
|; 


गोल में होता जोडो । यद्दी फल कोणशड्ड हाता है । इस सूत्र की 


उपपत्ति बीजगणित के बिना हो ही नहीं खकती। इस बात की 
सत्यता प्रकट करने के लिये यहाँ ऊपर लिखे हुए सूत्र की उपपत्ति 
चयाठकों के अवलोकनाथ नीचे दी जाती है;--- 

आन छो किय > कोणशड्भाप5 पलभा (६0९ ८०१पं॥०८४०७] 5॥900फए)' 


अ >ल अग्रा (86 87706 ० 076 2०707! 0006 ) 
क + करणी और फ + फल 
तय १२५५: य ५ -- य न शझ्न तल 


यदि दृक्षिंग गोत्र में सुयं हा दो शक्लुतल में अग्रा जोड़ देने 
से ओर याद उत्तर गाल में द्वो तो बटा देने से भुज (६70९ ञंग्र० ० 
ईस्‍8 ([ि९7० ०९४ ०४ए०६छा (6 5पा5 ]8९068 9700 ४6 9776 
ऋथा:००)) बनता है 


( हे ) 
पर 
->यअ> भुज 
श्र पा रा 
परन्तु जब कोणवृत्त में सूंय रइता है तब डउघका जितना अन्तर 

सम्रमण्डल॒ ( 006 एए776 एथयांटक ठाएट8 ) से- रहता. 
है चतना ही या्योत्तर बृत्त (ए८्यंतांअणेसे रहता है। इृश्न 
लिये तब हग्ज्या (76 9776 07 06 26707 075:87०८) अ्था त्‌ 
नतांशों की ज्या करते (५70०८०7०७८) होती है । भुज और कोटि ये 
दोनों द 
-«- थे + अ इस झुज के तुल्य होते हैं । 





प.य.ञअ 
॥>शब+ अर) ० र 
के हे + अर ) 
ते तय न कश्अर। 
ः ७२. ३ 
परन्तु शंकु' +हृग्ज्या" > त्रिज्यार 
5 रे प्‌.य.च । 
जय हे २ ये -: “जब + रे खर--श्रिरे 


छेदगम से ७२ ये + परयो--२७ य प अ+ १४8छश  --७२ श्षिरे 
. वा (पो+७र) य*-:२४ अ प य८७२ त्रि* - १४४अ' 

(प* +७२) इप्तका दोनों पत्षों में भाग दे देने से 
यी्+रेधेअप ,_७रत्रि -१४४अ _श( पर नल 2 


यी+७छर२ पी +७२ पी+७२. 





मर 
) १२१२६ ६7 -अ') द 
हु 'साा॥2४१९१उपा्ा> 42५2 सनर कपिल अहपाकाइआन-22% 0२५१ र एड १कउ+त कर रत पडपाउल' सका 
वाय श्य( दर +७२/ बरे+छणर 


( ४ ) 


त्रिर 
के न न्‍ १२ थ १२५५ बक ता का कक 
थट्दां श्लोक के अनुसार इसकी करणो 





कम - प*+७र 
5502  इम 2 फल सं ती गई 
संज्ञा और -*- इसकी फल संज्ञा की गई है। 
पर +७२ 


हि; य*१--२ फय --क 

बायो--२फय+फोनफ +क 

मूल लेन से य+फर९/ फरौ+क 

ह , अनन (“/फॉ+क कफ 

यहाँ फलबर्गेयुत  करणी के वगमूछ में से जब सूर्य 
दक्षिण गोल में हो तो फल को घटाओ और जब उत्तर गोल में 
हा तो जोड़ दो । 

यदि ,/ फर+क इस व्यक्त पक्त का मूल ऋण मानांतों 
दोनों गोछ में शइ्डुमान ऋण द्वोगा अथोत्त्‌ तब सूथ छितिज के . 
नीचे कोणबृत्त में आवेगा। और 

ऊपर की क्रिया से यह स्पष्ट है कि भारतवष में सुयेसिद्धान्त के 
रचनाकाल के १व ही से बीजगणित का प्रचार भल्नी भांति था । 

' बीजगणशित के समीकरणों में अव्यक्त पदाथ के मान मानने के _ 
लिये सभी रंगवाची शब्दों दी का प्रयोग किया गया है । केवल प्रथम 
शब्द यावचाब्त्‌ रंगवाची न होने से चित्त में कुछ शक्का उत्पन्न 
होती है । संस्कृत में यावक मद्दावर को कह्दते हेंजो कि छाह से बना 
हुआ लाल रंग का द्वोता है। मंगल कार्यों में पुरुष और श्ियों 
के पैर इससे रँंगे जाते हैं और पैर के नहों में भी इसी को भर 
देते दें । रंग्वादी दी सब शब्दों के श्रयोग से निश्चय 
होता है कि पद्दिले के लोगों ने यावक द्वी को अहदण किय 
था पीछे से भस्केरादिकों ने इसके स्थान. से लेखक-दोष से 


(५ ) 
: अयवा स्वयं अपनी इच्छा से यावत्तावत्‌ के रक़्खा । क्योंकि 
 प्ृथूदक चौत्रे की को हुई ब्रह्मगुप्त के सिद्धान्त की टीका में 
यावत्तवात्‌ के स्थान में यावक ही मिलता है। भास्कराचाये ने 
आपने बीजगणित के अनेकवर्णसमीकरण में ऊपर के अव्यक्त 
सूचक शब्दों को लिख कर यह भी कहा है कि अथवा आपस सें 
जिसमें सब मान न मित्र जायें इस छिये अव्यक्त के मार्नों के 
लिये चाहो टो क, ख, ग इत्यादि अक्तरों दी का रक्खो । 

_यूरप में थोड़े समय से अब समीकरणों में य के स्थान में मिन्न 
भिन्न अव्यक्तों के उन्थापन देने का विशेष कर के प्रचार हुआ है 
जिससे बढ़त ही सीधा समीकरण दो जाता है और बड़े लाघव 
से उत्तर निकल आता है । परन्तु यद्द बात ध्यान देने योग्य है कि 

 आरतवष में हज़ारों वष पद्दिले से उत्थापन का यह प्रकार चला 
आता है जिससे बड़े कठिन प्रइन भी संहज में हो जाते हैं। यही 
कारण है कि यहाँ के आचार्यों ने अव्यक्त पदाथ के मान मान ने के 
लिये यावत्तावत्‌, ऋकालक, नीलक इत्यादि इतने शब्दों का प्रयाग 
किया है । अपने बीजगणित में भास्कराचाय लिखते हैं कि 


जद्याहृथश्री वरपद्यना मबो जानि यस्मादतिविस्तृतानि । 

आदाय तत्सारंमकारि नून॑ सयुक्तियुक्त लघु शिष्यतुष्टये ५ 

अथात त्रह्मगुप्त, श्रीथर और पद्मनाम के बीजगण्तति बहुत 
विस्तृत हैं, इसलिये उनमें से उत्तम उत्तम पदार्थों का संग्रह कर 
_विद्याथियों के संतोष के लिये में ने इस छोटे बीजगणित के 
बनाया है | ऊपर के श्छोक से स्पष्ट है कि भारतवष में अनेक 
विद्वानों के बीजगणित की पोधिश्ों थीं पर कालवश से वे सब 
प्रायः नष्ठ हो गई । केवल त्रह्मगुप्त के बोजगणित का कुछ भाग 
मा है जिसका अंगरेजी अनुवाद केलब्रुक महाशय का किया 


५ दे. ) 


हुआ विद्वानों में प्रसिद्ध है । इस बोजगणित को बत्रह्मग॒प्त ने -शक 
००० अथात्‌ खन्‌ ६२& इं० में बनाया है । उसमें वग रुमीकरण 
के तोड़न के लिये उसी युक्ति को लिखा है जो आज कर म्रवेत्र 
प्रचलित है । जो लोग संस्कृत नहीं जानते केवल अंगरेजी भाषा 
से परिवित हें उन्हे चाहिए कि कोलत्रक महाशय का किया हुझा 
- उसकां 5 गरेजी अनुवाद देखे 

अपने बीजगणित के मध्यमाहरण में भाम्कराचाय लिखते हैं. 
“न निवहश्चेद्‌ू धनवगवगष्वेवं तदा ज्ञेयमिदं स्बुद्धथा” अथांत्‌ 
. घन ओर चतुधोंत समीकरणों में अपनी बुद्धि से विचारों कि 

किससे गरें, क्या जोड़े जिसमें मूल मिले अथवा अरनी बुद्धि दी 

से भटऋल करो कि समीकरण में अव्यक्त का मान जया है। इस 
वाक्य से स्पष्ट है कि पूव आचायी के बीजगणित में घन और 
बग -वर्स अर्थात्‌ चतुघोंत स्मीकरणों के तोड़ने की युरक्ति नेहीं 
लिछी थी | यदि ऐसी यक्तियाँ होती ता भास्कर अवश्य अपने 
बोजगणित में ढिखते। 

जिन सजनीकरणों में अव्यक्त के अनेक सान सभाब्य भर 
अभिन्न धन आते हैं उन समीकरणों ही के ऊपर भारतवष के 
प्राचीन आचार्या का विशेष रूप से ध्यान था। इसीलिये अनेक 
वर्शांमध्यरादरण और भावत ये पृथक पथक दो अध्याय उनके 
बीजों में छिखे गए | अवयक्त के जिन मानो का उदाहरण लोक 
व्यवहार में +िखिलाया जाना संभव था उन्‍्हों मानों पर भास्करा- 
दिक्ो छा ध्यान विशेष था ओर जिन ऋण संख्याओं का लो में 
ब्यवहार नहीं हो सकता था अवयक्तमान आने पर भी ये लोग 
उन संख्याओं का अहण नहीं करते थे | यही कारण है कि 
'बगसमीकग्ण में अव्यक्त के सव॒श दो मानों में से ऋण मान 
को लोक मे व्यवहार न होने से अस्वीऋर करते हुए भास्कर ने 
पद्मनाभ के 


( ७ ) 


व्यक्त क्षत्य चन्मृू लस यपरत्षग हपतठ: । 


क्‍ अल्प धनणग ऋृत्वः द्विविधोत्पच्यते मिति: ! 
इस सूत्र का खश्डन ही कर डाला । 


निदान ऋण संख्या पर विशेष ध्यान न देने से ओः गरिय- 
ल्ाघब के लिये विशेष सलाइेविक बचिन्द् ल बनाने से भार्तवष 
के प्राचीन गणितज्ञ वर्गंसमीकरण के आगे घनसमोंकरणाहडदेकों 
. में विशेष विचार न कर सके केवल भास्काचाय ने घतसमी- 
करण का एक उदाहरण य + रश्य> ६ यो + ६० यद देते हुए 
इसके उत्तर के लिये जिखा है कि ऐसे उद्माहणों के उत्तर के जिये 
कोई विधि नहीं | अपनों घु द्व बल से कुछ जोड़, घटा कर उत्तर 

निकालो । उन्हीं ने नोचे लिखे हुए प्रकार से उत्तर निकाश ई:-- 

यर + शेश यू ६ य + ६२० 

दोनों पन्षों में (६' + ८) इसको घटा देने से 

ये -ध्योी +श्रूयथ -+ प्म्तः२७छ 

वा य-*)" न) 

घनसूल लेने से य- २८5 है .. य ५ 

बस य का यही एक मान निर्ाल कर रह गए हैं। आगे और 
दो मानों के विषय में कुद् भी नहीं लिखा है ! अव्यक्त के और 
दो मानों के लिये इसी मनन्‍थ का २०८ प्रष्ठ देखिए । 

प्राचीन काल से अरब और ग्रीस देश के लोग किप्ती न किसी 
व्याज से भारतव्॒प में आया जाया फरत थे + अधिक मेल जाल 
हो जाने से उन लोगों ने बहुत बाते' इ्िन्दुओं से और हिन्दुओंने 
. अहुत बाते उन लोगों से सींखो । 
... ऐसा ऋदा जाता है कि अजमामून खलीफा (८१३--८३३ ६०) 
. के राज्यकाल में गहने दाले मुध्सद बिन अन ख्वारेज्ञमो राजशादी 
झूतों के संग अफक्रगानिघ्तान गए और लौटती समय भारतवष से 


] 


( ८ ) 


हात हुये आए । आने के थोड़ ही सम्रय के वाद खन्‌ ८३० इ० 
में उन्हं'ने बीजगणित की एक पोथी लिखी । इस पोथी के विषय 
इन्ही के अदिष्कार #ए इ्ुये नहीं माढूम पड़ते वरन भारतवष 
ही के ब्रह्मगुप्त, भट्ट बछभद्र या ओर किसी विद्वान के बीजगणित' 
से अनुवाद किए गए हैं या उसके आधार पर ज़िखे गए हैं । 
भरतवष मे बीजगणित से( १) एक वणसमीकरण (२५) अनेक 
वएशक्रमीकरण (३) मध्यमाहरण और ४) भावित ये चार प्रकार के 
सर्मकरणों ही को लेते हैं। भास्कराचाय ने भी लिखा है कि 'पथप- 
संकवणसमीकरणं बीजम्‌ । द्वितीयमनेकवणंसमीकरणं बीजमू। 
यत्र वणस्य दयोत्रो बहूनां वगोदिगतानां समीकरणं तन्मध्यमाहर- 
एम्‌ । भावितस्य तदूभावितमिति बीजचतुष्टयं वद्न्त्याचार्या:। 
दिएं हुए तुल्य सभीकरणों में से अव्यक्त और व्यक्तों को किस 
प्रकार से एक एक पक्ष में रख कर अव्यक्त के मानों को ले आनए 


इसके लिये ब्रशगुप्त लिखते है कसर 


अव्यक्तान्तरभक्त व्यस्तं रूपान्तरं समेष्व्यक्तः 

व्गाव्यक्ता: शाध्या यस्माद्रपाणि तद्धस्तात्‌॥ 

इस पर पूज्यपाद पिताजी को टीका है--'छमे एकबण समी- 
करण व्यस्त रूपान्तरमव्यक्तान्तरभक्तमव्यक्तमानं व्यक्त भवेत्‌ 


अत्पक्षादव्पक्तप्रानादन्यपन्षाव्यक्तमानं विशोध्याव्यक्तान्तरं साध्यते 


चत्पत्तस्थरूपाण्यन्यपन्चरूपभ्थोी विशोध्य यच्लेशं तद्व्यस्तं रूपान्तर- 
मित्यथ: । यस्मातपक्षादव्यक्तो बगाव्यक्ता अव्यक्तवर्गश्व विशोध्य- 
स्तदघस्तादितरपक्षाद्रपाणि विशोध्यानि । एवमेकपक्षेष्व्यक्तवर्गों5- 
व्यक्तत्ध | अपरपक्षे च व्यक्तानि रूपारि। अथात्‌ जिस पक्षवाले 
अव्यक्त में से दूसरे पत्तवाले अव्यक्त को घटा कर अव्यक्त का 


, अन्तर साधन करते हैं उसी पत्त के व्यक्त का दूसरे पक्षवाले व्यक्त 


“में घटा कर जा शेष बचे उसमें अव्यक्त के अन्तर का भाग देने से 


५5 


अव्यक्त का मान व्यक्त हा जाता है । जिस पत्न से अव्यक्त और” 
अव्यक्त वगग घटाएं जःते हैँ उस दुसरे पक्त में व्यक्त का ले जाकर 
घटाना चाहिए । इस प्रश्नर एक पक्ष में अव्यक्त व्ग और 
अव्यक्त ओर दूसरे पक्ष में व्यक्त रूप रह जाते हैं । 


... आभास्कराचाय भी इसी आशय को लेकर लिखते हैं:-- 
तुल्यो पत्ती साथनीयो प्रयह्रात्त्यत्तवा क्षिप्वा वापि सहुण्य भत्तवा 


एका व्यक्त शाधयेदन्यपतक्षाद पाण्यन्यस्येतरस्माच्ज पक्षात्त | 
शेषाव्यक्तनांद्धरेद्रपशेष॑ व्यक्तः मान जायते5व्यक्तराशे 


ऊपर कही हुई बार्ता का भत्नी माँति विचारने से यह स्पष्ट- 
है कि अरब के ज्यौतिषिश्रों ने इसी लिये अपनी भाषा में बीज 
का अनुवाद अलजवर वछ मुकाबिला किया | इस नाम के देखने 
: से, अ्रव्यक्त का बीज ही नाम रखने तथा अपनों बीजंगणित को 
 पाथिओं में वर्गेसमीकरण के दानों मूलों को चचो करने से यह 
हट अनुमान होता है कि अरब के ज्योतिषिश्ों ने भारतवर्ष 
'ही से पहिले पद्दिल बीजगणित का ज्ञान पाया था । क्योंकि ग्रीख 
देश का रहने वाहा डायोफेस्टस (7/0097/79) के बीजगणित 
में इन सब की कुछ भी चचा नहीं पाई जाती । 


अरब के ज्योतिष! चषेत्र रचना की युक्ति से वगंसमीकरण को 
सिद्ध करज़ा जानते थे | इसी युक्ति से इन लोगों ने घनसमीकरण 
को भी सिद्ध करने के लिये बहुत श्रयाप्त किया । “किसी एक घरा- 
तल से किसी एक गोल को इस प्रकार से काटना कि बस गोल के 
दोनों खण्ड एक द हुईं निष्पति में हों” इप्त प्रश्न को खब से पहिले" 
बगदाद कां रहने वाला अलमहानी न एक घनसमीकरण के स्वरूप 
में प्रकट किया । पद्मपि इस प्रश्न के अलकुद्दी, भलह्सन बिन अल्‌ः 


/ 5 ५० क्‍ ) 


डैतम्‌ इत्यादिकों ने भी लिखा है तथापि अब के ज्यौदिषियों में स 
सब से पहिले इ “की उपपत्ति अवूजफर अल हाजिन ने की । 
छिसो श्ममप्रभुज क्षेत्र के भुज का ज्ञान य*-यर-२ य+ २७० 
इस घन समी ऋररण के आधीन था | बहुतों ने इसके सिद्ध काने के 
'लिये प्रयत्व किया पर साव निष्फल्न हुआ । भनन्‍्तमें अबुलगूद ने इस 
घन समीकरण के ताइने की युक्ति निकाली । अन्तर खगणिइत शक्लुओं 
(०9५ 770678८८प7४ ८००7४०७ ) की सहायत! से सन्‌ १०७९ ड्ें० 
में डमर अल खय्यामों ने अनेक प्रकार के समीकरणों के। सिद्ध 
करने को उत्तम विधियों के अपने बीजगणित में लिखा है परन्तु 
बोजगणित की खद्दायता से वास्तव में घनसमीकरण के तोड़ने की 
कोई युक्ति साघारशतः उस ग्रन्ध में नहीं दी गई है। क्षेत्ररचना 
ही की युक्ति से अबुल वफाने भी य*-आ, य* +अ य*-ब इन 
समोकरणों के। सिद्ध क्रिया है। ईशा की तेरहवीं शताब्दि के 
आसत्न में यूरप के इटल्लो नामक प्रान्त में पीज़ा का रहनेवाला 
लेनार्डो ([.०7०750 ०। ??59) ने अरबी बीज को अपनी साषा 
में श्रतुवाद किया। जिसझे कारण इटली के लोग इस विषय में 
अधान गिने जाते हैं और जब तक संघार में विद्या का प्रचार 
रहेगा तद तक इस बात के लिये उन लोगों का आदर होता रहेगा । 
सन्‌ १९६४ इ० में छूक तपे सिझो छस ( [पटप5ठ 9टांठप5 ) 
जो बुर्गो का छकऋस १([,५८५५७ 06 3 पा22) इस नाम से र्पराशद्ध है 
डसने बीज॒गणित की एक पोथी छिखी जिसका नाम [3:६४ 
0/9827075 यह है। उस प्रन्ध में अरबों के घनसमी रुरण के 
“ऊपर इस विद्वान ने जिखा है कि जितनी बीजगशितीय विधियाँ आज 
व्तक ज्ञात हैं उनसे इन घनसमीकरणों का तोड़ना उसी प्रकार अस॑- - 
"अब हेजिव प्रकार एक वृत्तके तुल्य एक चतुमुज बताना क्षत्र- 
चुक्ति से अध॑ भ्र है । छूक त को इस सूचना से गणिततज्ञों का ध्यान 


( ११ ) 
(विशेष रूप से घनसमी रण वी आर झकुछझा । सीड्शझो फेरिशे 
( 52000 £िथ7८० ) ने य* +मयज>-न इस घनलमोर्ररण के 
. 'तोड़ने के लिये एक विधि का निकाला परन्तु जनता में नहीं 
“ अकट किया। सन्‌ १००५ ई० में अपने एक शिष्य पन्नारिडा 
६ []0ज१0 ) का उसने उस विधि के बतछा दिया 


एक बार केला ((०2!9) ने ग॑णिवज्ञ टाटाग्लिआ (/37६93]9) 
से एक प्रश्न पूछा जिसका उत्तर यर*+प य*न्ब इस घतलसो- _ 
करण के अव्यक्त मान के आधोन था| इसलिये विचारते विचारते 
- टाटोग्लिआ ने इस घनलमोकरण के ताड़ने की युक्ति सन्‌ १७३० 

३० में निकाली | इस बात का सुन कः फ्लारिडो ने भी अपने रु छ 
की युक्ति का जो य|+मय > न इस घनसमोकरण के तोड़ने के 
लिये सोखी थी प्रकाश किया । इसके प्रकारा होने पर सन्‌ १५३५ 
इ० में टाटोग्छिआ ने कद्दा हि फ्वारिडा की विधि ठोक नहीं है और 
शाब्नाथ करने के डिये फ्लारिडा के ललकारा भी। परन्तु पाछे से 
स्वयं उस विधि के ठाक समझ कर चुप हो गया। ये विधि 
_ बहो है जिसे आज कल लोग काडन की रीति कहते हैं । अथात्‌ 
 फेरिश्लोने य* + म यन्‍-न इम्के तोड़ने के लिये कल्पना की थां 
कि य>१०// २-*१,./ ले ऐसा है (११२ वाँ प्रक्रम देखो) । 


क्‍ पश्चात्‌ टाटोग्लिआ ने अरबों के घनसमीकरणा तोड़ने के 
लिये कई एक प्रकार निकाले | काडे न ने उन प्रकाओों के जानने 
के लिये उप्से वहुत बविनंत्र की । अन्त में शपथ, देकर कि छन 
प्रकारों के कहीं प्रकाश'न करना टाटोग्लिशा ने काडे न का अपना 
विश्वासयाग्य भक्त जन जान कर उन प्रकारों का बता दिया! 
. आऋाडे नने उसके. शप4 का कुल्ठ भों ख्याल न कर सन्‌ १५७५ इ० में 
' अपने बृहद्‌ ग्रन्थ,.075 ४9०7०; शआरास मैगना सें टाटाग्लिश् 


हक 
. के सब प्रकारों के छपया कर प्रकाश कर दिया | इसके बाद 
टाटोगिलिया ने भी अपने सब प्रकारों .के एक अन्थके आकार में 
छपवाने का इच्छा प्रकट क! और सन्‌ १०७६ ३० में छुण्वाना भो 
आरम्भ कर दिया। परन्त सन्‌ १४०६ इ० में डम्की मृत्यु हो जाने 
से अन्थ अधूरा ही छप कर रह गया | घनसमीकरण तोड़ने के 
सब प्रकार जिता छपे ही रह गए। काडे न ही के अनुप्रह से के 
सब प्रकार थिद्वानों के। विद्ति दोंने के कारण काडे न के आइराथे 
उस्री के नाम से वे सब प्रकार प्रसिद्ध किए गए। 
इसके अनन्तर यूरप देशीय गणिवज्ञों का विचार चतुधात 
मीकरण की ओर #क्ुका । घनसमीकरण तोड़ने के लिये विद्वानों 
के बीच काला ने जिस प्रकार आन्दोलन मचाया था उसी प्रकार . 
 यथ*+६ य" --३६७-६० य इस चतघोत समीकरण के तोड़ने के 
ल्यि आन्दोजन मचाया । काडे न ने ऐसे चतुधोत समीकरण के 
_ तोड़ने की केाई रोति निकालनें लिये बहुत प्रयास किया पर 
कुछ भी न कर सका । परन्तु उम्के शिष्य फेरारी (४८००7) ने 
इस बात में सफलता प्राप्त की और ऐसे समीकरण के तोड़ कर 
ऋव्यक्त के मान. जानने का प्रकार भी निकाला ( १२४वे' प्रक्रम 
का (१) प्रकार देखो )। बास्‍्बेली (307796)])) का बीजगणित 
सन्‌ १५५८ ईं० में छपा है। उसमें भी चतुधात खमीकरण के 
' तोडने का वही प्रकार लिखा है ज्ञो फेरारी ने निकाला था। बहुतों 
* का मत है कि यह प्रकार बाम्बेली का निकाला हुआ है.। बहुत 
लोग कहते हैं कि यह्‌ प्रकार सिमसन (5079507) का निकाला 
 है। जो हो पर सख्रिमसन्‌ का बीजगणित बहुत पोछे सन्‌ १७४० 
है» के लगभग छप कर प्रकट हुआ | 
सन्‌ १६३७ ३० * में बोज के ऊपर डेकाट ( 2680८9४65 ) 
एक प्रन्थ लिखा है जिसमें अनेक नये प्रकार पाए जाते 


६ ३ )/ 


हैं। जिनमें मुख्यतः समीकरण में अव्यक्त के घनशमान और - 
असम्भव माने को सीमांसा और चिन्ह रीति हैं (८४ वा प्रक्रम 
देखो ) डेझाट ने दा व्गंसमीकरण के गुणनफलरूप में एक चतुर 
घोत समाऋरण के ले आने को युक्ति के भी दिखलायां है। ' 
यद्यपि यह युक्ति फेरारी के प्रकार से भी निकल आती है. तथापि 
व्यवहार में उपयोगी है (१२४ वाँ प्रक्रम रेखा) । द 

सन्‌ १७७५ ई० में आयलर ( :प८० ) ने एक वीजगणित 
चना कर प्रकाश क्रिया । उसमें चतुघोत रूमीक्'ण तोड़ने के 
लिये उत्तम प्रकार दिखलाया गया है ओर साथ ही साथ सिद्ध - 
किया गया है कि चतुधोत समीकरण का तोड़ना एक घत- 
समीकरण के आधोन है अथोत्‌ यदे उस्र घनसमी करण के अव्यक्त- 
मान विद्त हो जाय तो चतुरोत समीकेरण के अव्यक्तमान भी 
विदित हो सकते हैं (१२२ वाँ प्रकम देखों) | डेकाट और आयलर 
के प्रकारों का देख कर बहुतों को इच्छा हुई कि चतुधोत से ऊपर _ 
के वातवाते समांकरण के तोड़ने का प्रकार निकाल । इसके लिये 
अठारइवीं शताठिद तक प्रयत्न किया गया पर सब निष्फत्न हुआ | 
पश्चात्‌ वाण्डरमाण्डे (५०7४०९४०77070 ४) ओर लाग्रॉज्ड (92- £ 
पध72८) ने भी क्रम से सन्‌ १७७० और ६७७१ इ० में इस विषय 
: पर अत्यन्त उपयोगी बातों के अपने अपने लेखों में प्रकाश छक्चिए 
अन्त में आबेल (४०८०!)ओऔर बान्टसेल ( ४४०7०८८6] ) ने सिद्ध 
किए कि चतु्घोत से अधिक घाववालें समीकरणों के तोड़ने की :- 
साधारण विधि बीजगणित की युक्ति से असम्भव है ( 06 5०प- . 
का079 ३8 7० (90887)8  ७9ए उब्तेट्कोड 306, फैशाधए5 . 
(-ठप्रा5 [प'+ए९००, .5ए]७४९प/६ 07 30 देखो)। 

- तत्पश्चात्‌ यूरप के अनेक विद्वान अनेक नये नये सिद्धान्तों 
के। उत्पन्न किए और आज़ तक करते ही जाते हैं. जिनके कारण 


( १४ $ 


बीज्गणितशाश्र- वी उन्नति बिन दूनो आर रात चौगुनी होती! 
जात! हू। उन्हीं कतिपय सिद्धान्तों के संग्रह से बीजगणित का यह 
समीव रणख्मीसांसा नाम का एक बड़ा अन्ध दिन्दी भाषा में बन 
कर दयार हुआ है । क्‍ 5 की 
तल आमजमूल द क्‍ 
स्तल्पान्त- स आहरूनन्‍नमूल जनाने के लिये भारतवर्ष के 
आचारयों ने बदुत प्राचीन काठ स अनेक प्रकार निकाले हैं। परन्तु 
वे प्रकार व्यौविषसिद्धान्त के अन्थों में प्रा4ः जीवा, कोटिज्या 
आदि सम्बस्त्री समीकरणों दी में पाए जाते हें ( भास्कराचा य्यक्षत 
सिद्धान्तशिरेमखि के गणिताध्याय का त्रिपश्नाविकार और सूर्य- 
ग्रहण के समय का लम्बनसाथन; कमलाकररचित सिद्धान्ततलधिवेक 
ग्रन्थ के स्पष्टाथिकार सें चाप के त्रिभागादि का ज्यानयन देखो) । 
अरबी भाषा से अनमिन्न डोने के कारण उनके ग्रन्थों के पढ़ने 
की थे ग्यता मुझ में नहीं है तथापि कमह्ाकर ने अपने अन्थ तत्व- 
विवेक के सपरष्टा धिकार पे चाप के न्रिभाग की ज्या के आनयन के: 
लिये मिज्ञा उल्क वेग ऊा ओ प्रकार लिखा है उससे स्पष्ट हे कि 
अस्ब के लोग भी इप आसन्‍्न मूल का जानने के लिये अनेक 
यत्न में तत्पर थे । यूग्प में सब से पद्ेले सन्‌ १६०० .ई० में बोटा' 
(४7४७ ने आमन्‍नमूल जानने के लिये कुछ प्रकारों के लिखा ६ 
उसने निएुचय किया कि अवश्य .कोई एक धरकार ऐसा होगा 
जिससे बार कर क्रिया करने से व्यक्त संख्या के वर्गमूल और 
घनसमूल को तरह किसी समीकरण के एक श्व्यक्त मान के ठ्यक्त 
संख्या के सब. स्थानीय अं क्रम से झ्ाते जायेंगे । इसके लिये 
बीटा ने जो प्रकार निकाला उस्नमें महा प्रयास करने पर अब्यक्त 
सान का पता लगता था+. पीछे से हैरिआ्रट ([] ०7१0६ ) आउट्रेड 


ज् 


((0०४॥४५४००),पेल (?6।)) और अन्य लागों ने भी जद्दाँ तक बन 


( ३ ) 


वीटा के प्रकार का कुछ सींघा किया । सन्‌ १६६६ ई० में न्यूटन के. 
. आन्‍्नमूल के !ल्ये अपनी रीति प्रकाश की (१४४ वा अ्रकम देखा) 
टत्पश्चातू सिमूसन्‌, बनेली, लाग्रॉज्ड्‌ इत्यादेकों न भी अपनी 
अपना रोतियो का प्रकाश किए । परन्तु अन्त में सन्‌ १८१६ ३७० में: 
| ह।नेर (7407/0। / ने इसके लिये जो रीति निकाली वही सब सेः 
बढ़१२ हुई और वद्दी अत्यन्त सुगम और रूघु होने से सबन्न 
व्यवहार में प्रचलित हुईं ( १५४ वाँ प्रक्रम देखो ) । द 
कनिषप्ठफल . द 

इस भन्व के १ (६ वें अध्यार में कनिष्ठफ़लों (42€€779)(5 ) 
के अनेक मिद्धान्त !लखे हैं। इनकी चचा यूरप में बहुत है | गणिक्तः 
के नये अन्ों में शय: लाघव के लिए गणितों के न्यास में कनिष्ठ-- 
फल द्वी के रूप में सब «स्तु को लिखते हैं | इसी ये इस कनिष्ठ- 
फल के विशेष उपयोगी सिद्धास्तों ८ पूज्यपाद पिताजी ने इसः 
ग्रन्थ में समावश कर दिया है । द ५ 

यहां यड॒ सूचित अर देना मैं उच्चित समभता हूँ कि वर्गप्रकृति: 
के साधन में भाल्टर ने जिसका नाम कनिप्ठधफल रक्‍खा है उससे: 
ओर इस ग्रन्य के कनिष्ठफऊ से हैई संम्बन्ध ही नहीं है ।. 

विशेषतः कनिष्ठ फल के सिद्धान्तों को निकालने वाले यूरप के- 
लोग हैं । सन्‌ (६९३ ३० में इसकी चर्चा सब से पहिले छाइबनिट्खः 
(..८(0702) ने का | फिर सन्‌ १७५४० इ० में. क्रामर ((वाग)87)5 
ने इसके पदों के घन, ऋण का ज्ञान किया (१७९ वां प्रक्रम देखो। 
ओर १८ वीं शताब्दि $ उत्तराधे में बेजू ( 3०20० ), लापास" 
६ .2090०8 ) वाण्डरमाण्डे (४०7१८७7००7००१० ) और लाआऑज्ह क्‍ 
( .,927०778० ) भो इस विषय की उन्नति करते ही गए। १९ वीं: 
शताब्दि में गाउस ( (०४०५७ ) और कोशी ( (००८४०) नेः 


जा 


बह 


) 

इसको परमावि तक पहुँचा दिए । इसका डिटर्भिनैन्ट्स [2८(६- 
307772775 यह नास भा काशा हा ने रक्खा है | पाछ से सन १८- 
छह ईं० में जैकोबी (]5०००) ने इसके खब सिद्वान्तों को संग्रह 
कर सब के उपकाराथ क्रले के मासिक पत्र (76४8 | ०एए7०) 
“में छुपवा दिया 

. उपसहार 
समीकरण-म्रीमांसा भ्रनन्‍्थ के इस स्वरूप से प्रकट .हीतने का 

“सारा खुयश श्रीमान्‌ मानठीय सर आरबन (छा, झिणा। (5. 
॥ (८: 5) महोदय फो है । क्‍योंकि आप ही की कृपा तथा सद॒- 
औओग से इस ग्रन्थ की छपाइ के निमित्त अंक हुए संपूण व्यय 
४७००) रूपयों में से आधा व्यय ऐसे मितव्ययता के समय में भी 
'संयुक्त प्रदेश की न्‍्यायशीला गवनेमेन्ट ने देकर गुणग्राहकता 
का आदरणीय उदाहरण दिखलाई हे । साथ हो साथ शेष आधे 
'ज्यय का छगा इस ग्रन्थ के! छुपाकर श्रयाग की विज्ञानपरिषतने हिन्दी _ 
साहित्य का सच्ची सेवा का प्रशंसनीय परिचय दिया है । क्‍ 


स्वगंवासी पृज्यपाद पिताजी की कीति-लतिका के सुन्दर 
विषय सुगन्धयुद इस अन्थ-पुष्प के प्रकट हान हम जिन जिन महातनु 
भावों ने जिस जिस प्रकार की सहायता की है उन सभी को 
मेरा हार्दिक धन्यवाद है। 


कहूँ अल्प मेरी चुद्धि वशा व जनित नेननि दोष साँ। 
. यहि ग्रन्थ सम्पादन त्रटिन तिन छमहि सबहि अरोष सो ॥ 

करेले भहण गुण ठुग्ब केवल नीर: अवशुण छोड़ि के । 

अदशाकरहु बुध हंस सा भिनती करत कर जोड़ि के 


खज़ुरी ... घच्याकर द्विबदी । 
बनोरस । 


'श्रीजानकीवडभा विजयते 


समीकरण -मीमांसा 
जयति जगति राम! सवेदा सत्यकराम: 
सकलवपुषि जीव: शोमते योउप्यजीवः । 
तमिह हृदि निधाय स्वच्छयुक्ति विधाय॑ 
. बदति विविधभेदान्‌ बीजजातान खेदान्‌ ॥ 


१-उपयोागी गणित 


...अभ्रक्रम --अव्यक्त राशि | जैसे २, २५, २५६ 
२५६७ इत्यादि को व्यक्ताड्ु, संख्या वा राशि कहते हैं उसी 
आकार य, ये, यय+करे, यरे +य र+ररे इत्यादि का बीजराशि 
था अव्यक्तराशि कहते हैं। क्‍ 
..॑. २--फल । किसी अव्यक्तराशि का उन अ्रव्यक्तों का 
फल कहते हैं जो उस अव्यक्तराशि में रहते हैं द 
«. जैसे के यर+ख य+ग इस अव्यक्तराशि में केवल य 
. अव्यक्त है; इसलिये इसे य का फल कहेंगे ओर इस फल्ल को 
'लाघंव से फ (य ) से प्रकट करते हैं अथांत्‌ 
(य )चक ये +ख य+य। 
इसी प्रकार क यरै +खयरे र+गयरर+घरर +च इस 
क्‍ "कुक में दो अव्यक्त हैं; इसलिये यह य और र का 
फल हे । 





२ समीकरण-मीमांसा 


लाधव से उपर्क्त राशि के लिये फ (य, र) लिखते हैं ॥ 

इसी प्रकार तीन, चार इत्यादि अव्यक्तराशिविशिषर 
अव्यक्तराशि में भी समझना चाहिए । 

सर्वत्न अव्यक्तराशि में अव्यक्त को छोड और ,जो क, ख, ग 
इत्यादि अक्षर रहते हैं उन सब को व्यक्त समभंना चाहिए। 


अव्यक्तराशि के भिन्न भिन्न फलो का फ, फा, फ, फो 
इत्यादि अक्षरों से प्रकाश करते हैं, जैसे फा ( य ) से समझना 
चाहिए कि यह य का एक फल है जो कि फू (य ) इस य के 


फल से भिन्न है। क्‍ 
३--किसी अव्यक्तराशि को ऐसा लिख सकते हैं जिस 
में प्रत्येक पद में किसी एक अव्यक्त का धात उत्तरोत्तर 
पक पक घटता वा बढ़ता रहे, जेसे 
द कय* +-खय +ग इस राशि को 
कय* +० »यर +खयरे +- ० रूयकग 
पेसा लिख सकते हैं यहाँ शूल्ब गुणको के पू्ष जो घन 
चिन्ह दिखे हैं उनके स्थान में ऋण चिन्ह रख देने से भी 
अव्यक्तराशि में भेद न होगा; परन्तु ऐसे शल्य गुणकों के 
पू्वे प्रायः धन चिन्ह दी लिखते है 
. ४७--पूण फल, पृ्णसमीकरण---जिस अव्यक्तराशि 
मेँ प्रधान अव्यक्त के घात उत्तरोत्तर एक एक घटते वा बढ़ते 
रहते हैं उसे अव्यक्त को पूर्यफल कहते हैं, जैसे... 
..» कथन +खय* +गय रे +घयरे +चथय +ज इस्स क्तरा 
को य का पूर्णफल कहेंगे । 





। 3] फजिंत न - 
उपयोगी गपि '् 
। ९५ 0 पे ४ £ ६ 


इस पूर्णफत् से बने हुए फ (य)- ० इस समीकरण 


को पूरा या पूर्णसमीकरण कहते हैं।. क्‍ 
३--बीजगणित से जांनते हो कि गुरय अव्यक्तराशि 
और गुणक अव्यक्तराशि में एक ही अध्यक्त के घात उत्तरोत्तर 
एक एक घटते वा बढ़ते रहे इस क्रम से सब पदों का न्यास 
: कर तब गुणन किया जाता है, जैसे | 
शुरुय ऊ श्यश +ण्यर +श्यरे + श्य + १ 
शुणक < रुयरे +श्य +४ द 





श्ण्यर + झयों + ध्यथ के शयरे +रयरे 
+ श्ेश्य + श्श्य + ध्यरे + इयरे + भय 
+रेण्यर+ श्क्ष्यर + श्र्य रे + वय -+- 9 
 मुणनफल>-१०य* + रशेय” +रेण्यर + रध्यरे +२०यर + १श्य + ४ 
देखो यहाँ यह तो स्पष्ट ही है कि गुणनफल में गुर्य, 
गुणक के सब से बड़े घात के योग तुल्य घात प्रथम पद्‌ में 
है ओर एक एक उतरते हुए और पदों में हैं। इसलिये गुरय, 
गुणक राशि के चिन्ह समेत केवल गुणकाहुं को लिखने से 
 ल्राघव से गुणशनफ़ल बहुत थोड़े ही स्थान में उत्पन्न हो 
“सकता है। है 
जैसे केवल चिन्ह समेत गणकाड़ों के लेने से 
शुर्य कऋणश्+४8+३ +- २+ १ 
गुणक न+रे+रेकंड 


| 


छः समीकरण-मी मांसा 





कक 5 | 
+श्४५्+रै९क ६ + ६ करे 
न रे० न+१६+ १६३ +- ८ न है 








3-५3 “वन्‍ननम_म>बममम«ओक-नफननक-- “नमक अकनातफा 





'गुशनफल ८ +१०+ रेरे है रैस + २६ + २० +११+४ 
. इस में य का घात पूर्व युक्ति से लगा देने से 
शुशनफल १ व्य + गरेय -+रेप्यर + शध्यर + २०यर + श१श्य + ४ 

इसी प्रकार र्य*-य +२, यौ-रेय+९१ इस खुण्य, 
गुणक को प्रक्रम रे से घात क्रम से लिखने से 
शुरुय र स्य*्ऋव्यौ-य कण्यक+र 
गुणक ८ यो +श्य-रेय+ 

केवल चिन्द्र समेत गुणकाडू लेने से 

खआुएय + २+-००ै+०+ रे 

गुणक ह८ऋ +१+०-३+र 





+२+०-१-+०+रे 
नई ० +०--०--०क ०. 
न हि +०न२३े५-००-र४ 
न २+-० + ९ + ० ++ हे 








न २+-०- ७+ रे न ४५- ६ै - ६ -+ हे 
'>, गुणनफल>रय? +०याँ -ज्य + स्य कश्य/ ->य - ध्यक रे 
>श्य” - छय* -- रय +श्यर -- ये - ह्य + २। 
इसी प्रकार आगे और डउदाहरणों में भी जानना चाहिए । 
... ६--.भाज्य और भाजक को भी पूर्व युक्ति खे घातक्रम 
में रहने से फिर चिन्ह सहित उनके गुणकाह्ो पर से लाघव 
से लब्धि निकलती है, जैसे पा 


उपयोगी गणित 


भाज्य ८ पम्प -- २७ 
भाजञजक ऋ“ रश्य -र३े 


यहाँ भाजक में तो अव्यक्त के घातक्रम ही से पद्‌ हैं 
आज्य में पदों को घातक्रम से लिखने से 


भाज्य ८ घ्यर +- ०य +०्य- २७ । भाजक डे श्यं - के 


केवल चिन्ह समेत गणकाड़ों को लेने से 


+-२- के +८+ ० +०- २७ +४+६+& 
+८-- १६२ 
न १२ न ० “- २७ द 

+१२+श्८ 











नश्६- २७ 
न शै८्ा + २५७ 


भाज्य ओर भाजक के सब से बड़े घातो के अन्तर तुल्य 
अव्यक्त के घात को लेकर ऊपर लब्धि के अड्»ी में यथाक्रम 
लगा देने से 


क्‍ लब्धि-श्य' + एय + ६ । 
इसी प्रकार ओर उदाहरणो में भी जान लेना चाहिए | 
यहां यदि शेष बचता तो अन्त के शेष में अव्यक्त का शन्य 
घात, उपान्तिम में एक घात इत्यादि लगाकर ठीक शेष बना 
. लिया जाता। ' 
७--अकरणीगल अभिन्नफल---जिस अव्यक्तराशि 


में श्रव्यक्त के सब घात अभिन्न और धन हा तो उसे अव्य्क 
का अकरणीगत अभिन्नफल कद्दते हैं, जेसे यदि 





पप +प,यते  +>प.यन * +>पहछ्यत7उर + ७. ७ «७. + पर 
. इस अ्रव्यक्तराशि में न धन और अभिन्न हो तो इसे 
फ़्यक्त का अकरणीगत अभिन्नफल्ल कहेंगे । यहां: 
फु(य)-प,य +प, या 5 कप. यह +प. या हे |- *** ** + पल. 
इस मे. यदि यन्त्र तो क्‍ 
फू (अल्प /अ +प अर *+पआत के +- 7 + प्र 
. नीचे लिखी हुई क्रिया से फू (य) का मान ल्ाधव से जान 
सकते हो, जैसे मानलों कि 
फू (अ)-प, अरे +प अप +#प.अ-+प., 
यहाँ पहले प$,अ इस्तका मान निकालो 
इसमे प, जोड़ने से प,अ+प, हुआ 
इसे अ से गुण देने से प,ञ+प/ञअ हुआ 
इसमे प. जोड़ देने से प,ञआ +प,अ+प२ हुआ 
इसे अ से गुण देने से प,ञा +प,अरे+प. श्र हुआ 
इसमे प, जोड़ देने से पञी +प,अर+प.अ+प* हुआ जो 
कि फ (अ) के समान है । 
इस प्रकार किसी अब्यक्तराशि में यदि अव्यक्त के स्थान 
में किसी व्यक्ताडू का उत्थापन देना हो तो लाघव से मान 
अं सकता है | 
._ इस क्रिया को न्यास संहित नीचे लिखे हुए प्रकार सें 
करते हैं । 
कप. कप, कप... क#पई३. 
पथ पक कपरअ प०्अर+प,ञरे+परथ 





निज लि नील आकलन जाए अकणाणजीणीभर अभानाओ 


चअ+प,, प,थ्र- +प,ञश्र+प.,, पदञर +प.अ+प अ-+- प& 





पहली पंक्ति में चिन्ह समेत घातक्रम से जो पद हैं वे उनके 
अआुसकाह हे । पहले -गुणकाडू को अब्यक्त के ब्यक्ताडु अ से गुण 
दुसरे गुणकाडु में जोड़ दिया है । इस जोड़े हुए फल को श्र 
से गुण तीखरे गुणक में जोड़ दिया है, फिर इस जोड़े हुए 
' फल को अर से गुण चौथे गुणकाडु में जोड़ दिया है, इस प्रकार 
अन्त में फू (अर) का मान बड़े लाघव से निकल आया है। 
जैसे रम*--श्य *--ध्य + ५ इसमें यदि यररे तो इसका 
कया मान होगा यह जानना हो तो ऊपर के-प्रकार से अव्यक्त- 
राशि के पदों को घातवक्रम से रखने से 


नर हे न ० - ७ + 


न छ हज 5 >#ूछ न० 





क्‍ कर. करे कण कांप 
इस लिये अव्यक्तराशि का मान ४ डुआ । है 


८--अ्रव्यक्त का अकरणीगत अभिन्नफल फ (य) यह य 
के स्थान में अ का उत्थापन देने से शून्य हो जाय अर्थात्‌ यदि 

(अर) 5० तो फू (य) यह य-अ इससे अवश्य निःशेष होगा 
क्रल्पना करो कि फ (य) में बीजगणित को साधारण रोते 
खेःय-अ का भाग देने से लब्धि ल ओर यदि संभव हो तो शेष 
शेहेतो 

(य) ८ ल (य-अ) + शे यह एक सरूप समोकरण 

दोगा; इसमें स्पष्ट है कि ल भी अव्यक्त का कोई अकरणीगत 
अभिन्नफल होगा। इसमें य के स्थान में अ का उत्थाप्रन देने 
से यह अनन्त के तुल्य न होगा; इसलिये ऊपर के सरूप 
समीकरण में यन्ञ् मानमे से 


फू (श्र) ० > ल (भ-ञ्र) +शेन्शे क्‍ 
इसलिये शेष का मान शुन्य होने से फू (य), य से निःशेष 
होता है। का 
अथवा जब क्‍ 
फू (ब)>प, या +प, य! +पयतेर + ****- +पा 
ओर हु |। क्‍ 
 फ (ब्र)>०ल्‍प,्ञ +प, प्र उप अरन ० ्कपत 
इस लिये | ्ि 
हि फ(य)-फ( अर )>फ (य )-प१, ( यॉ-अन ) +[फ, 
(य १ - अर!) + “पथ (य-अ) यहाँ बीजगणित स्ते 
स्पष्ट हे कि या -अने, यन' .-अने-१, इत्यादि सब य-श्व 
इससे निःशेष होते हैं इसलिये फू (य) भी य-अ्र से निःशेष 
.. बीजगणित की साधारण रीति से यहाँ 
लब्धि-प ८( ये श्‌ बे ध्रथ : रे न श्र शेयूसनें- रे जन लि ड शडन न अ्गे- स्यथृ 
+»9*7? ) ३ 
+प,(यॉ १ +अयन २ + भ्रप्य ४ + “** + अन-भ्य 
क्‍ द +अ १ ) 
न 655७ आह ३2% डक हर 5 नेक रो ने? हे ही ००० हे »०९ ०,००० ००००००००० कं 
न पत्न-२ (य+- अर) ह द 
कंपलन-९ द 
समान घातों के गुणकोँ का इकट्रॉ करने से 
लब्घिन्प,यं १ +(प ,अ्र+प, ) यर 7? 








+(पथ्र+प,झ्र+प,)यन ९१ + ०.०० 
कप&्थरा १ +प, श्र + व. अन * +पन_ ५ 
न्बकयो +ब,यन * +ब, या ३ + ,..... +बज_ शये +- 
बन. 
यदि ब,८प७, बश्च्प,अ+प, , ब,तप,्ञअर +प/अ+प.,- 
अर्थात्‌ उपयेक्त श्रेढी के जिस खसंख्यक पद के गुणक के 
जानना हो तो उसके पिछले पद के गुणक के ञअ से गुण कर 
उसमे फू (य) के उसी संख्यक पद्‌ का गुणक जोड़ देने से 
भीष्ट गुणक उत्पन्न हो जाता है। ये गुणक ७वे प्रक्रम से भी 
था जाते है। 
&--य के अकरणीगत श्रभिन्नफल फू (य) में य-ग का भाग 
देने से मान लो कि लब्धि-ज ओर शेष-"शे तो 
फू (य)-ल (य-ग)+शे। इस सरूप समीकरण में यदि 
य-ग तो फू (ग)-शे, इस लिये यदि फू (य) में 4-ग का भास 
दिया जाय तो शेष-फ (ग) ओर लब्धि भी ८वे प्रक्रम से सद॒ज 
में आ जायगी। 
जैसे यदि श्यन -श्यर - ४ य+ ५ इसमें यदि य-२ का 
भाग दिया तो लब्धि-र्य' +यर + श्य+ ० और शेष होगा 
(७वाँ प्रक्रम देखो)। श्रथवा यदि्‌ र्य-श्यर - ध्य+ ५ भाज्य: 
राशि में १-३ का भाग दिया तो ७ बे प्रक्रम की युक्ति से 
जिओ... की, . "वोह... अ >४.. +». 
+६. +रैष +४५ +१३५ +देह्रे 


+६ - +१५५ +शएश +श्श्श +श्ह८. 


क्र्मीक्रण-मीमांसा 





१० 


इस लिये लब्घि८रय*" + हृयर + श्थ्य + ४श्य +- १३१ 
शेर &प्प 


. १०--छत्पन्न फलं-मान लो कि फू (य) एक अव्यक्त 
का अकर णीगत अभिन्नफल है| 


यदि स्फ (य) 
सल्फ (य+च) 
तो. स-खसलफ (य+च)-फ (ये). 
और -* ते _ फ(य+ च)-फ (य) 
न्घ नच 


न्‍ल्थया +- का च -+- खा चोे -- *** *** 


जहां च की अपेक्षा आ स्वतन्त्रहै अर्थात्‌ आ में च नहीं हे तब 
आ को फू (य) का प्रथमात्पन्न फल कहते हैं। इसे यदि फत[ (य) 
कहो तो फू (य) के स्थान में फा (ये को रखने से ऊपर की 
युक्ति से फा (य) का प्रथमोत्पन्न फल एक आ, उत्पन्न होगा। 
इसे फू (य) का द्वितीयोत्पन्न फल कद्दते हैं । इस प्रकार फ (य) 
का प्रथमोत्पन्न, द्वितीयेत्पन्न, तृतीयोत्पन्न इत्यादि यथेच्छ फंल 
उत्पन्न कर सकते हो । इन्हे क्रम से फ (य), फू” (य), फ(य) 
ये), फा(य), ( य ), इत्यादि खसद्भेत से प्रकाश 
करतें है । 
११--कल्पना करो कि 
(य)>आ +अ,य+अरय रे + अजय + अजय" **** (१) 
 जड्डों य का उत्तरोत्तर एक एक बढ़ा हुआ घात प्रत्येक पद में 
दे.।इसमें यदि य-० तो अ,+फ(०) और फ(य+च)-अ, + 


| ' 'डपयोगी मारे . शहद 
अश्(य+च)+अ२(य+च) रे + 7 + अन(य + च)" इसलिये 
फू (य+च)-फ (य) 

हे भर [ (य+च)-ब ]+अ> [ (य+च)-यरे ]+ 
यहाँ र स॑ ख्यक पद्त्अर [ (य+ च)-यर ] 


* के 


आर [ श्य धच--र कक या हे चर 


इसलिये फू (य+ च)-फ(य) 


स्अ, + रेअरय -+ रेआ, ये +- नअ या? 
+पऐेसे पद्‌ जिनमें च आता है 
इस लिये १० वें प्रक्रम से क्‍ |. 
फू (योज्ञ, + रअ,य + रेश३ ये +- ****** नअ_ य 7 * जिसके 


देखने से फृ (य) से फ(य) का मान निकालने की सहज 
विधि यह उत्पन्न होती है कि फू (य) के प्रत्येक पद को उसी 
पद्‌ मे आए हुए य के घात खे गुण दो ओर य के घात में से 
एक घटा दो तो फ्'(य) का मान आ जायगा। इसी ध्रकार 
फ' (य) से फू” (य) का मान, फ” (य) से फृ (य) इत्यादि 
मान जान सकते हो । 
इसलिये डपयेक्त विधिसे 
फू” (य)-श्अ, +३-सअय + ४०३ेआ, ये + "7 *** 

/” (य)-३-२आइय + ४-३-२अकय के 7 7। 7 
इनमें यदि य« तो फृ' (०)>-ञ्र, , फ” (०)-२शन२ 

' फ्‌ः (०-३ र्‌ श्र १३8: 


१२ समीकरण -मीमांखा 














इनका उत्थापन (१) मे देने से 
7 6 य्‌ /// 8 
फ्‌न या डर 
कल कप कप + फः (०) रब ५3833 


इसमें यदि य के स्थानमे य+र का उत्थ पन दो तो 


फ(य+रोन्‍्फ()+फ()ग+फ (०) हर 


/ पय+ र) * 
लि पक १. २-३. नमन तमकमक के 
नफ (0+फ)+ फ ()टैन्‍+फ “० रू 
. + | फ()+फ/(०ग+ +फ(») त्स्प्ज + र्‌ 
कि । फ्‌( ) +फ( ये न ४००००» +फ ( रा के 
फा(य)+फ (८)र +फा! (य) मम +- फ(ब) 7५ ; 


१२--अथवा नीचे लिखी हुई विधि के भीफय+र) का _ 
मान ज्ञान सकते हो । 


कल्पना करो कि | 
फू (य)>प , ये + प्‌य्ं +प. या रे +- ********* + पर 


- “इपयोगी गणित १३ 


इस में य, र के तुल्य वृद्धि प्राप्त करता है तो य के स्थान में" 
व4व+र लिखने से 
फू (य+र)>प,(य+ २) +प,(य+ २) * + 
[ +पतन २ (य+२)+ पल 
इसके प्रत्येक पद को द्वियुकूपद्‌ सिद्धान्त से फेला कर 
और उपचय क्रम से र के तुल्य घातों के गुणकाह़ को इकट्ठा 
कर लिखने से 


फू (य+र)नप,य +प ,य +प.र्यी * + ..-- + पल (य + पक्ध 
+ र[न पक्योी +(न-हैप,य रहे 
४ लत _त्हक हक की ह 
335) ७4 2280 7 नव 


द 


ः ! न्त- २ 
नै -- न (न-- 
१०२ [ ( १)प,य 


“ः (न ब्द् १) (न ज+ २) प,य “१: न ने पं २ | 


रू [ न (न- १) (न- शेप ,य रै+(न- १) 
(न- २) (न -े)प , ये ९ *-* + ३-श्पल-_३ | 


बच # ७ ७ ७ + ७, # क के ७७ क ७ + + ७ छ # | # ९ ७ # + केक 4 ०७ + ४ 80 ७ ७ ७ + ७ ०क ३ के के ७ के करके कक 


दे [न (न- १) (न २) (न -३)'** “** 


१०२०३ न 
३०२०१ ] पु. 





श्छ समीकरण-मीमांसा 


इसमे प्रथम पंक्ति में तो स्पष्ट है कि फ (य) है और 
द्वितीय, तृतीय इत्यादि पंक्तिओं में क्रम से र, >५ इत्यादि के 
गुणक ११वें प्रक्रम से फ' (य), फू” (य) इत्यादि सिद्ध है 


इसलिये फू (य+र)-फ (घ)+ र फ(य) + है फ” (ब) + 


जैसे यदि फू (य)जप,य* +प,यर +प. ये + प.य+प 
तो शश्व प्रक्रम से क्‍ 
फ (य)> ४१५ ये + रेप,यरे + स्प,य+प. 
फू (य)- ३-४प,यर + २-र३ेप , य + रप., 
फू (य) ८ २-३-४प५य +- २-३ेप, 
फ्ूश (य) ८ २-३-४प५ 
इसलिये 


फू (य+२र) ८ फू (य)+र / ४प८य + रेप ये + रेप, य + प ५ | 
१ ०य +२-१प य+ रेपर | 


२-३-४प५य+- २-३ -प९ | क्‍ 


र | २.३ 
१९२०३ -४ 5 | 


और यदि फ (य) ८ प (य+ग)न 


शक 





तो श्श्व प्रक्रम से 
प्या! (य) ८ नप (य+ग) द 
फू ' (ब) >व (न- १) प (यक सोती र 
का (य) 5>न (न-१) (ज- २) प (बकग) 
इसी प्रकार आगे भी जानना चाहिए । 
फिर इन पर से फू; (१+र) का मान पूर्व विधि से निकाल 
सकते दी । 
(य+र) + फ (घ)+र फ (3)+ कइफ (व) + +*४* 
इस पर से ११वें प्रक्रम की युक्ति से 
. फ(य+रो-फ (य)+ प्फ (य) + ₹इफ (व) के ++*+*४ * 
पु + गा फ््छ) 
फ' (य+ रोच्फ (य) + एफ (य)+ र>फ(य)+ 
छ हि] (य) 





इत्यादि सिद्ध कर सकते हो । | 
. १३--₹ के अपचय घात क्रम से फ (४+7 
का सान 


फू (य+२) का मान जो १२वें प्रक्रम में श्रेढ़ी में आय है 
उसमें यदि र को अपचय घातठक्रम्त से लिखें तो 


श्द्दः समीकरण-मीमांसा 
फू (य+र) > १, र+(प,+नप,य)र ! 
द हम ।॒ प३+(न- १) प,य+ अल प्यरे | र॒गे ७ 
+ . । प३ + (न - २)प. ये + शा मे अप म 
+ ्््््छ्् प,य* ! इस-३ 
या जी 


न | पत + (न-त+१) पद ,य + --«-«- 
आग न (न - १) “(न त+ १) ऐ १)८* ***(न -- लें न १) प्योँ | रत 
त! . है. दे 
न्चु ॥% ४७ % ४ ७७% के फोर सके ््क 


क्‍ +पफ (य) 
. ऐेखा सिद्ध होता है। 


१४---कल्पना करो कि फ॒ (य) अव्यक्त का एक अकरणी- 
जत अग्भिन्नफल है ज्ञो पक्य +- प,यने! हम पज्य 7 * पेश कक" 
+पन इसके तुल्य है। इसमें य का एक ऐसा बड़ा मान मान 
खकते हैं जिसके कारण श्रेढी का कोई एक पद अपने आगे 
के सब पदों के योग से चाहे जै गुना बड़ा दो सकता है अ्रथवा 
य का ऐसा छोटा मान मान सकते हैं ्िसके कारण कोई पद 
अपने पिछले सब पदों के योग से चाहे जै गुना बड़ा हो 
खकता हे । द ध 


उपयोगी गणित क्‍ १७ 


मान लो कि कोई त सखंख्यक पद्‌ प. ,य 7+९ है 
जिसमे पत-. ९ शल्य नहीं है ओर इसके आएंगे के जो प..य 7 
पत+ ये पे! इत्यादि पद हैं उनमे सब से बडा संख्यात्मक 
गुणक ब है तो स्पष्ट हे कि आगे के सब पदोँका योग 
र्यॉ तेंहजएर 5.0 4 


६ वि 


इससे छोटा होगा | त संख्यक पद में इससे भाग देने से 


पर... (य- १) यर 7 २ .(य- ९१) 
लब्धिल हर ह्लेनज्त- छा प_- बय लल+छ | 


ब(य कय्ेते- ३... ... .--०** +य+१ )न व 


इसमें स्पष्ट हे कि ज्याँज्याँय बढता जायगा त्याँत्याँ 
अंश बढ़ता ओर हर ब के तुल्य होता जायंगा । इसलिये य का 
ण्ेसा बड़ा मान मान सकते हैं जिसके कारण तल्ब्धि चाहे 
जितनी बड़ी हो सकती है । इस पर से पहली बात सिद्ध हुई । 

दूसरी के लिये कहपना करो कि यू तो 

फू (य)-र  (प,+प,र२+प. रो + ---*-- पर) 


अब ऊपर की युक्ति से प,+प/र२+प<ररे इसमें 
र का ऐसा बड़ा वा य का ऐसा छोटा मान मान सकते हैं 
जिसके कारण कोई पद्‌ अपने पिछले सब पदों के योग से 
चांहे जै गुना बड़ा दो सकता है। अर्थात्‌ क्‍ 

प,+प,र+पररतपे -- ****' पर < पर 
वा पर +प.र क+पन्‍>रो +न-०+प_, रे पशन 
< परत 

चाप,य +पलर्य पर. है + ..-पत..  यो 77? < पु यरेखत: 
- ब्‌ 


श्म् समीकरण -मी मांसा 


अर्थात्‌ य का ऐसा छोटा मान मान सकते हैं जिसके कारण 
कोई प-यन्‍-7 पद अपने पिछले सब पदों के योग से बड़ा हो 
सकता है, यंह सिद्ध हुआ | यह सिद्धान्त बहुत हो उपयोग्त 
है। इसे भ्रच्छी तरह से अभ्यास करना चाहिए | 


१४५--असम्भव सर्या आर खसध्यगुणक--- 
अ+4/ क्व 7६ इसे अ्रसस्भव संख्या कहते हैं जिसमें » और 
क सम्भाव्य संख्या हैं। जहाँ कहीँ इस ग्रन्थ में अ्रसम्भव 
संख्या आवें वहां सर्वत्न अ+क.«.“ --३ यही सममेना चाहिए | 


बीजगणित के जिन नियमों से सम्भव खंख्या के जोड़, 
बाकौ, गुणा और भाग किए जाते है उन्हीं नियमों से असम्भव 
संख्याओं के जोड़, बाकी इत्यादि किए जाते हैं। सम्भव और 
असम्भव संख्याओं मे प्रयोग किए जाने पर ये परिकम केवल 
संस्मव ओर असम्भव संख्याओं को उत्पन्न करते हैं 
यही बात बीजगणित के सूलानयन में भी सत्य ठहँरती है। 


अरे +करे इसके धनात्मक॑ सूल को श्र+क./ _ए और 
अ-क,/ _- ५ इंन असम्भवोंमें से प्रत्येक को अध्यंशुणक 
कहते है । क्‍ 

अ+क+५/ 7६३ और अ(+क'५/ 75 का घात बीजगंणित 
की रीति से 

. श्र -क-क +( अक+अ के )५/ हे इसलिये इस 

असस्भव का मंध्यगुणक पूर्व परिभाषा से (अंश -+केक )% 
 आअक+अ' क)रऐ ८ (अरे + करे) (अ  +क २) इसका धनात्मक 


मूल होंगा | इस पेर-से यद सिंद्ध छोता है कि दी अलेम्भकों 





उपयोगी गणित श्ड 


के घात तुल्य असम्भव का मध्यगुणक पू दोनों! अखस्मोँ” 
के मध्यगुणकों के घात तुल्य होता है। ः 

 अ+क+५,/ _ १ इसे में यदि साथ ही अ-० और क-० तो 
असस्भव को शल्य के तुल्य कहते हैं। ऐसी दशा में अ्रसम्मव 
का मध्यगुणक भी शल्य के तुल्य होता है । 

यदि दो असस्भवों को घात शुन्य के तुल्य हो तो स्पष्ट है 

कि घात रूप असम्भव का मध्यगुणंक भी शुन्य के तुल्य होगा 
ओर पूर्व अंसस्मवाँ में से एक का सध्यगुणक भी अवश्य 
शून्य के तुल्य होमा। इस्री प्रकार अनेक असम्भवों के घात 
कैप अखस्मव का मध्यगुणक यदि शल्य हो अर्थात्‌ नए हो तो 
उन असम्भवों में से कम से कम एक का मध्यगुणक अवश्य 
शुल्य के समान होगा । 


१६--असम्भव को सूल--ब्येजगणित से स्पष्ट है 
कि यदि म धन औरे अभिन्न खेंख्या हो तो | 
(५४-5६ श्म+ १... राह और (५८ 77) श्म+8 
्््ि क्‍ . 5&-*८7:5 
और (अ्र+ क4/ ३) 5१.“ “३ जहांअ ->क का हु 


अीनीनन-लिनन न ननननननम 
बी 


प्‌ 





इसलिये श्र+क५/ _३१5०,/ >> रू 
और (#+क'३/ हो >बकक/ सह. 
जहाँ आर -- क'२ -- आ, श्ञकन्क हू. 


जन ईआकक५८ 77१ )5%/ब्कजत्त 


म्‌० समीकरण-मीमांसा 


. इस प्रकार से कह सकते हो कि किसी असम्भव का सूह्ल॑ 
भी एक असम्भव ही होता है । ््ि 
भास्कराचार्य ने भी अपने बीजगणित में लिखा है कि 
“न मुल चयस्थास्ति तसस्‍्याकृतित्वात” अर्थात्‌ ऋण खंख्या का 
मूल सम्भव संख्या नहीं हो सकती क्योकि ऋण संख्या किसी 
ध ९ कर 
 सम्सव संख्या का वर्ग नहीं है | इसी प्रकार यदि न अभिन्न 
ओर घन हो तो दियुकपद्सिद्धान्त से स्पष्ट है कि 
(आ+क./ 75 )7 इसमें बहुत से पद सस्मव और बहुत से. 
ऐसे होंगे जिनके गुणक ५.“ “६ हॉँगे | इसलिये सम्भव और 
जिनके गुशक ५” “5 हैं उनको अलग अलग इकट्टॉ करने से 
(अ+कश/ -३)ज>आअकक4/८ -१२ ऐसा होगा । इसमें 
यदि क के स्थान में -क का उत्थापन दे तो स्पष्ट हे कवि जिन 
जिन पदाँ का सुणक ५.“ -१ है उनके चन, ऋण का व्यत्यास 
हो जायगा इसलिये (अ-क 4/ “३ ) >आ-क ५/ “ह£ 
झोेसा होगा। क्‍ 
१७--च के परिवत्तेन से फू ( ग +च ) के मान का परि- 
चर्सन । पूर्व सिद्ध है कि 
५ श्र /! (९. 
फू (य+रोनफ (प)+ र फू (य) + क फू” (य)+ -.- -*« 
इसमें यदि यत्ग और रच तो द कु 
| हिए। ५ /8॥ 
फू (ग+च) 5 ऊफ (ग)+ च फ् (ग)+ जे फ! (ग) 


ह चखर्गे जे 
आन «७ «००४००००००*०४६००००००० चू ज्ञा रे (ग). 


- उपयोगी गणित । श्शू 
इसमें च का ऐसा छोटा मान मान सकते हैं जिसके चश 


. +क 0 (२ कफ! ७) रच कै! (),......इस श्रेणी 


का बह प्रथम पद्‌ जो शल्य के तुल्य न हो ओर खब पढदोँ 
योग से यथेच्छु बड़ा हो सकता है ओर स्वयं बहुत ही छोटा 
हो सकता है (१४ वाँ प्रक्रम देखो) | . 


इस लियें च के परिवर्तन से फ(ग+च) को फ(ग) के चाहे 
, जितना आसन्न बना सकते हैं। इससे स्पष्ट है कि ज्यों ज्योँ ग॑ 
बढ़ता हे त्योँ त्यों फू (ग) लगातार बदलता है। ध्यान देने 
की बात है कि यहाँ यह नहीं सिद्ध किया गया है कि ज्यों ज्याँ 
ग बढ़ता हे त्याँ त्याँ फू (ग) भी बढ़ता है! फृ (०) चाहे बढ़ 
वा घट सकता है वा कभी बढ़ ओर कभी घट खकता है। 
उपरोक्त बाताँसे केवल यही सिद्ध होता है कि फू (ग) का 
मान अवच्छितन्न घट या बढ़ नहीं सकता। इसी प्रकार च का 
पेसा बड़ा मान मान सकते हैं जिसके वश च-फू (य) 
फ (ब) २८ मा! (७),......। फा (ग)इस श्रेणी का वह 


अन्तिम पद्‌ जो श॒न्य के तुल्य न हो, ओर सब पिछले पदों के 
योग से बहुत बड़ा और स्वयं भी बहुत बड़ा हो सकता है। 


इसलिये च के परिवर्तेन से फू (ग+च ) का मान फू (गऐ द 
से बहुत बड़ा हो सकता है । इस पर से सिद्ध होता हे कि च 


के परिवतन से फू (ग7+च) का मान चाहे जितता घटा बढ़ा 
खकते हैं 





ष्ड्छ 


१८--संमीकरण का सूल--यदि य के स्थान में भर 
का उत्थापन देने से फू (य) ० दो तो फं (प) ८० इस समी- 
करण का एक मूल अर कहा जाता हैं । द 

२ प्रक्रम से फू (4) नाना प्रकार का हो सकता है परन्तु 
अंभी इस ग्रन्थ मे जब तक इसके विरुद्ध बात न कही जाय 
लब तक फ (ये) से सर्वेदा अव्यक्त का श्रकरणीगत अभिन्न 
फल. समझना चाहिए (७वाँ प्रक्रम देखो) और लाघब के लिये 
आयः फू (य) में य के सब से बड़े घातका जो ग्रुणक हो उ 
ओर घातों के गुणकोँ में भाग देकर लब्धियाँ को और घातों 
का सुराक जानना चाहहिए।- क्‍ 
। जैसे यदि फू (य) ८२० ८ अयने + कंयने 7! +- खबरे २ न ०००००० 

तो श्र का भाग देने से रे 


हू थ क्‌ ख_. 
्यने + अर ये कद्धा रे 9... नक्य न- अ. ये * +. 





अर ये नी *९९००० ८४६० 


। रे कक ब्ं 
ऐेसा सोधा स्वरुप बना लेना चाहिए | यहा गत अत्द् 


१६--फ (य) में य के स्थान में श्र और क का उत्थापन 
देने से यदि फ (अ) और फ्‌ (क) विरुद्ध चिन्ह के हाँ" 
तो ञअ ओर क के बीच य का कम से कमर एक ऐसा सान 
अवश्य होगा जिख क॑ वश फू (4) >० होगा | क्‍योंकि यदि 
श्र से क को बड़ा मानो तो ञ्र से आगे ज्यों ज्यों य का मान 

बढ़ाते जायेंगे त्याँ त्यों लगातार फू (५) बदलता जायगा | इस 





उदंोको गलत हे 


लिये फू (अ) ओर फू (क) के अन्तर्गत सब मानों को फे (यो 
अहण करता जांयगा क्यों कि फ्‌ (अ) ओर फ़ (क) विरुद्ध चिन्द 
के है । इसलिये भ्र के आगे और क के पीछे य का कम से कम 
एक मान अवश्य ऐसा होगा जिसके वश फू (य) ८० हो । 


जब अ से आगे य को बढ़ाते जाओगे तब खंभव है कि 
फू (य) कुछ दूर तक घटता वा ब्रढ़ता जावे फिर आगे शुन्य 
होकर बढ़ता वा घटता जावे झ्ागे फिर भी घटता वा बढ़ता कहीं 
शून्य होकर फिर आगे ओर घट्ता वा बढ़ता जावे | इसलिये 
यह नहीं कह सकते कि ञ्र श्रोर क के बीच कोई यु का एक ही 
मान ऐसा होगा जिसके वश से फू (य)८० हो ओर यह भी 
नहीं कह सकते कि यदि फू (अ) ओर फू (क) एक ही चिन्ह 
अर्थात्‌ एक ही जाति के हो तो अर ओर क के बीच य का मान 
शेसा नहीं हो सकता जिसके वश से फ (य)-० दो | 
. जैसे यदि फू (य)ल्‍य - १६ ये + १०८ य- १८० 
इसमें यदि य८१ तो फू (१)--६० 
ओर यदि य-११ तो फू (११)-+ ४० 
यहां फ (१) शोर फ ( ११ ) विरुद्ध चिन्ह के अर्थात्‌ 
बविजातीय हैं ओर १ और ११ के बीच ३, ६. १० य के ऐसे तीन 
मान में फू (य) शून्य के तुल्य होता है। इसलिये यह नहीं कह 
खकते कि य के एक द्वी मान में फ्‌ (4)5० होगा । 
इसी प्रकार य८ ४ और य ८ ११ में फ्‌ (२)5 + १९ और 
फू (य+-+ ४० ये दोनों एक ही जाति के हैं परन्तु ४ और ११ 
के बीच य के ६ श्रोर १० ऐसे दो मान हैं जिनके वश फ (यी) 


2: समीकरण-मीमॉँसा 


शुल्य के समान होता है | इसलिये यहाँ पंर यदी सिद्धान्त कर : 

खकते है कि फू (4)-० इस समीकरण में य के स्थान में अ, क 
_ का उत्पादन देने से यदि फ (अ), फ (क) विरुद्ध चिन्ह के हो 
तो फू (य)-० का कम से कम एक सूल अवश्य अ और क के 
ब्रीच में होगा । 


४ २०--यदि फू (य)>७० इस समीकरण मे फू (य), य - श्र 
इससे भाग देने में निःशेष हो ज्ञाय तोय का एक मान अर 
होगा । 

मान लो कि भाग देने से ल्ब्धि-ल तो फू (4)>ल (य-ञ) 

इसमे यदि यज्ञ तो फू (य)-फू (अ)>ल ( ञअ्र-झ )>० 

इसलिये य का एक मान १८वें प्रक्म से अ हुआ । 

यहां स्पष्ट है कि ल, अव्यक्त का अकरणीगत अभिन्नफल 
है। इसलिये इसमें अर का उत्थापन देने से फल अनन्त के 
तुल्य नहीं हो सकता क्योंकि अ एक ऐसी संख्या है जो अनन्त 
के तुल्य नहीं मानी गई हे । 


२९--जिस विषमधात समीकरण में जो कि फू (य)७० 
'ऐेसा है ओर जहाँ य के सब से बड़े घात के पद के शुणक से 
भाग देकर समीकरण को छोटा कर लिया है वहाँ यदि 
अन्तिम पद्‌ जिसमे य का कोई धात नहीं है वह धन हे तेः 
फ (4)-० इसका एक पूंल अवश्य ऋण होगा ओर यदि ऋण 
' हो तो धन होगा। 

. जैसे फू (य)जयन +प ये ९ + + पतन इसमें मानों कि 
न विषम दै। इसलिये फू (य)>यं+प, ये! +-- ... .-- +प५८ 


उपयोगी गणित स्फ 


इसमें १४वें प्रक्रम से य का ऐसा बड़ा मान मान सकते हैं 
जिससे य" यह और सब पदोँ के योग से बड़ा हो । इसलिये 
य के एक ऋण ओर एक घन मान में फू (ये) के जो दो मान 
होंगे वे विरुद्ध चिन्द के हाँगे और फू (य)-० इसका कम से 
कम एक सूल य, सम्भाव्य संख्या के तुल्य उन य के मानों के. 
बीच होगा ( १«वाँ प्रक्रम देखो ) | ्िः 


हाँ स्पष्ट है कि यदि य>० तो फू (य)-प५ इसलिये यदि 
पत्र यह धन हो तो 4, ऋण और ऋण द्वो तो य, घन होगा ६ 


२२--कू (य) ८० «यों + पी? +>प.ये * +- 


इसमें यदि न सम हों ओर अम्तिम पद्‌ प. यह ऋण हो 
तो कम से कम य के दो सम्साव्य मान आयेंगे ओ परस्परु' 
विरुद्ध बिन्द्र के होंगे। क्योंकि यदि य> ० तो फ (य)-प.७ 
अथात्‌ ऋण होगा और १७वें प्रक् से य का एक ऐसा मान 
हो सकता है जिससे या ओर सब पदों के योंग से बडा हो ॥ 
इसलिये फ (य) का वही चिन्ह रहेगा जो य" का हे परन्तु 
चाहे य का वह मान घन वा ऋण हो य* सवंदा घन ही रहेगा 
केयोकि न सम माना गया है। इसलिये य के शल्य ओर एक 
ऋण मान में वा शल्य ओर एक धन मान में फ॒ (यं) के जो दो 
मान होंगे वे विरुद्ध चिन्ह के होंगे। इसलिये कम से कम य के 
एक ऋण ओर एक घन मान में फू (य) अवश्य शून्य के तुंस्य 
दोगा ( १&वाँ प्रक्रम देखो ) । क्‍ | 





इसमें यदि आदि पद से लेकर त+ १ पद्‌ तक प्रत्येक पद के 
 श्ुणक प.., प, इत्यादि एक चिन्ह के और अवश्विष्ट पदों के 
अत्येक गुणक दूसरे चिन्ह के हो तो फू (य) ८० इसका सम्भाव्य 
धन मूल एक ही होगा | 

यहाँ २१ वँ और २२ वें पक्रम से स्पष्ट है कि कम से कम 
थे का छक सम्भाव्य घन मान अवश्य होगा। अब इतना और 


सिखा देना है कि वही एक घन मान होगा दूसरा घन मान 
नहीं हो सकता। 


मान लो कि प०; प, , प.,...... प+ सब धन हैं और 
परठ+९ + 7 पंत+ ३२५ पत+ रत 7 प त+ २१० --- पतत- पतन तो 
शक (य)-प+य +प., ये * + ...... +पतयी |... + परे 


अकबर । (प०या +पर्या ! +---.- + पत ) 


का जा कस 22 +इत | क्‍ 
इसमे स्पष्ट हे कि ज्यों ज्यों य बढ़ेगा त्याँ त्यों' धनात्मक 
खण्ड बढ़ेगा ओर ऋणात्मक खरड घटेगा; इसलिये जिस यके 
सूक धन मान में दोनों खरड तुल्य होकर फू (य) को शुन्य के 
लुल्य बनाव ये उससे ज्यों ज्यों अधिक य होता जायमा त्य 
त्याँ घनात्मक खण्ड अधिक और उससे अल्प ऋणात्मक खण्ड 





होता: जायंगा। इसलिये अबः आये य के किली घन मान में 
फेसा नहीं दो! सकता कि दोनों खरड तुल्य होकर फिर फ (पे 
को शुन्य के तुल्य बनावें। इसलिये फू (य)-० इसका एक 
छी धन मूल होगा । दूसरा धन सूल नहीं हो खकता | 

यहाँ पर यद्द नहां कहा जा सकता हे कि ऐसी दशा में 
फू (4) 5८० का कोइ ऋण मूल नहीं है क्योंकि ऊपर की युक्ति 
से इतना ही सिद्ध इआ है कि ऐसे समीकरण में फू (य) ८० 
का धन सूल एक ही आवेगा । 

२४---एकवरणंसमीकरण के सूलोँ की खंख्या अव्यक्त के 
सब से बड़े घात के तुल्य होती है । 

मान लो कि य-अ, , य-अ२, य- अ, , य-अ्रत्ध ये न 


# # # ९ ७ 


युग्म पद हैं, इनमें अ,, अ. इत्यादि सम्भाव्य वा असम्भव 
संख्या य से स्व॒तन्त्र हैं अर्थात्‌ इनमें य. का कोई घात नहीं है 
तो बीजगणित की साधारण रीति रे 
(य-अ२) (य-अर२) लू ये ->(अ/ +अ२) य+ अ, अरू 
य-आअ,) (यप-अ२) (य-अ२) 5 यश्-झकअरकंइ)यो 
क्‍ रन (अ श्अश्पीअर्अ३ की अर)यः 
->अ,अरअ३ 
(य-अ,) (य-अ२) (य-अ३) (य-अ,) > य* - (अ, +अ 
न+अआ३ +अ्र )यर 
+(अअर +अ आ३ +अ॒अ +अर्अइ न अर आर न अइ आ ७३) ये 








-_(अअ्अ, +अअज्अ, +ंअ,अञअ, न- अर ३ अ ५ )य 
चअअ, अर अ अर. 


शेप समीकरण-मीमांखा 


. इस प्रकार से आगे भी गुणनफल को बढ़ाने से स्पष्ट: 
डोता है कि य-अ्र, , य-अ., इत्यादि जितने खण्ड होते हैं 
छनके गुणनफल्त में प्रथम पद्‌ में उतना ही घात य का होता है 
ओर अन्य पदोाँ में एक एक उतरता डुआ य का घात रहता 
है | इसलिये यदि 
फू (य) ८० 5 य +प, ये? + .....- +पन  ऐेसाहो तो न तुल्य 
गुण्यगुणकरूप अवयब में इसका रूपान्तर कर सकते हैं 
अथात्‌ | 

फ (य) ८०८ (य- अर) (ग्र- अ२)---०-(य- अ,) 

इसमें स्पष्ट है कि यदि यन्‍्ञ्र ,, अ२, ७३, ... ...अथ तो 

फ (य)-० । इसलिये अ, , अ३,... ...अ, इत्यादि फृ(य)>० 
इस समीकरण के सूल हुए । क्‍ 

इससे सिद्ध होता है कि फ(ब)-० इसमें य के सब से बड़े 
घात की जो खंख्या हो उतने ही मूल आबेंगे जिसके वश से 

फ (य) शन्‍्य के तुल्य होगा। क्‍ 

किन्‍्फड। बे ु 0054 [कल गो 
२४--असिद्धाथे--इस प्रक्रम में समीकरणों के विषय 
में कुछ प्रसिद्धार्थ लिखते हैं जो पिछले धक्रमों' की युक्ति से 
बहुत ही स्पष्ट हैं । क्‍ डे 
(१) यदि सन (य) में प्रत्येक पद के गुणक धन हों तो 
'फू(य/-० इसका धन मूल कोई नहीं होगा । द 

. (२) यदि फ (ये) में य के समघात के प्रत्येक पद्‌ के गुणक 
पक चिन्ह के और विषम घात के प्रत्येक पद्‌ के गुणक दूसरे 
पचिन्द के हो तो फ(य)८० इसका कोई सूल ऋण न दोगा । 


डपयोगी गरित . रद 


.._ (३) फ॒ (ये) में यदि य के सम घात हॉ ओर प्रत्येक पद्‌ के 
शुणक अन्लिम पद जो य से स्वतन्‍्त्र हे लेकर एक ही चिन्ह के 
हों तो फ (3१)-० इसका कोई सम्साव्य मूल न होगा ।_ 

(४ ) फ (य) में यदि सब पर्दों में य का विषम घात हो 
और शअच्तिम पद में य का एक घात रहे ओर सब पदों के 
शुणक एक ही चिन्ह के हाँ तो पा (घ)-० इसका एक सूल 
शूल्य होगा ओर बाकी सब घूल असम्भव खंख्या में आबेगे । 

(५ ) फू (प)-० इसमे जहाँ सबसे बड़े य के घात का _ 
गुणक रूप है वहाँ द्वितीय पद्‌ का गुणक य के सब मादों के 
योग तुल्य विरुद्ध चिन्द्र का होता है, तृतीय पद का गरुगक य 
के दो दो मानों के घात के योग तुल्य होता है, चतुर्थ पद्‌ का 
गुणक य के तीन तीन मारो के घात के योग तुल्य विरुद्ध चिन्ह 
का होता है ..., इसी प्रकार आगे भी गुणक ओर य के मानाँ 
में परस्पर सम्बन्ध जानना चाहिए । 

अभ्यास के लिये प्रश्न । 
 १--अव्यक्त राशि किसे कहते हैं । 

२--फ (ये) से क्या समभते हो । क्‍ 

३--शुरुय ८ य* -यरे + २, सुणक > स्यरे - श्य + ३। गुण 
नफल केवल चिन्हों ओर य* इत्यादि के गुणकों को लेकर 
बताओ | ह 

४--ऊपर के भ्श्न की चाल से यदि भाज्य ८ रय* -रेयरे 
+४, भाजक्र  य* + २ तो लब्धि का मान और शेष का मान 
बताओ । द ४ 


सर्मीकरश-मीमांसा 





ए--श्रव्यक्त को अकरणीगत अभिन्नफल किसे कहते है । 

६--यदि फू (य) ८ रय१+ शेयर -- श्य+ २ तो फू (४) को 
कया मान होगा | 

७“-सखिद्ध करो कि यंदि फू (ञ) ८-० तो फ (१५) अवश्य 
य-अ से भाग लेने में निःशेष दोंगा। 

८--र्य* +- शेयर -- एय-+ २ इसमें यंदि य-४ इससे भांग 
दिया जाय तो कया लब्धि और शेष होंगे । 
. &-यंदि फू (ये) 5 भ्यँ - श्य५ +२ तो फ' (य) का क्या 
मान होगा । क्‍ क्‍ 

१०--यदि फू (य) ८ प्यार +प,यी  + ०००० कप तो 

'खिद्ध करो कि द 

फू (१+२) 5 फ (य) +र फा! (य)+ ---फ"(य) 
दे श, (ये) + --*-****- 

. ११--खिद्ध करो कि श्य“-य* +४्यरे +्यरे - श्य+ ४५ 
इसमें य का एक ऐसा मान मान सकते हैं जिंसंसे श्प” यह 
और पदों के योग से बड़ा हो सकता है या य का ऐसा छोटा 
मान मान सकते हैं जिसके वश से 

स्य> रयम -यहें + शएयरे 
१२--असम्भव संख्या किसे कहते हैं । 
१३--अ्र+कै 4/ _ ६ आऔ/+फ/ -३ ईनेके घात तुल्ये 
अखम्भव मे मध्यगुणक क्या होगा । 


(४-+प ् आी हा कु ये -+ लाए इनमें हब अ 
माँन बताओ। क्‍ 
१४--द्खिलाओ कि श्यर + हय * + रय - १२८० इसका 
पक हो मूल १ ओर २ के बीच हे । 
सिद्ध करो 


१६--श्य रे + ध्य' +श्य+ १८ ८० इसको कोई धन मत न 


होगा । 


१७--श्य  - श्य“ + श्य* -- श्यरे +- छय - रेय + ५चनः० 
इसका कोई ऋण मूल न द्वोगा । 


(ुंटा--य  + श्य* + श्यरे + ५८० इसका कोई खस्माव्य मर्ल 
ने आबेगा। 


१६--यर_े +कय + ग ० इसके दो नासूल अ, ओर अ, होंसो 


अ, +अस्ू-क; अ, अन्ग 





२-संमीकरणों के गुश 


२६--समीकेरण में जोड़े जोड़े असम्भव स्ूूल 
होते हें-..पहले २७ वे प्रक्रम में दिखा आए हैं कि फू: (य) ० 
इस संभीकरण भें य के खब से चड़े घात की जी संख्या होगी 
उसने ही समीकरण के मृल आदे गे, वे चाहे सम्भोठंय केंह 
अखसभ्माव्य संख्या हों। 





२ . समीकरण भीमांसा 


कल्पना करो कि श्रव्यक्त के अकरणीगत अभिन्नफत् 
फ (य) में भ्रत्येक पद्‌ का ग्रुणक सस्भाव्य संख्या है. और 
फु (य) >० इचका एक घूल असस्भव अ+क,,“ “7 यह है 
तो य के स्थान में अ+क.,/ “६ इसका उत्थापन देने से श्ध्वेँ 
ग्रक्रम से क्‍ 

फू (4) 5 अ+क',/ “7-० ऐसा होगा जहाँ 

अ' 5० और क' ८० होगा और यदि य के स्थान में. 

अ-क,५,/ - ३ का उत्थापन दे ते १६वें ही प्रक्रम से 

फ (य) चर -क', / __३>० होगा। 

इस पर से सिद्ध होता है कि ऐसे फ (य) >« में यदि एक 
अखसस्भव सूत्र अ्र+क५/ + ३ होगा ते उसी के साथ ही 


डूसरा मूल अ-क./ __३ यह भी होगा अर्थात्‌ समीकरण में 
ज़ोडे जोडे इस प्रकार के असम्भव मूल होंगे। 


मानो कि असल्ञ+क,/ -ह और असत्थ-कश/पए 
तो फू (य), य-अ, और य “अर इनसे निःशेष होगा अर्थात्‌ 
य-अ,) (य- भ्र२) इससे फू (ये) निःशेष होगा परन्तु 
(य-अ,) (य-अ, )ल्‍यरे - (अ, +अ२) य+ अर १ अर. 

... च्यरे-२अय+अर+करे क्‍ 
इसलिये फू (य) में य*-२अय+अरे+कर ऐसे भी 
शुणक रूप खण्ड पं जिनमें अर, क, कर+शर इत्यादि सब 
सतस्‍्भाव्य संख्या हैं। समीकरण से सर्वदा फ (य)>० इस रुप 


समीकरणो के गुय ३३ 


का समीकरण समभनता चाहिए जो कि सब समीकरणों मे 
एक पक्ष को दूसरे पक्त में घटा देने से बन सकता है। 


जे ०७ अप गेडे ९ 
२७--समीकरण में जोड़े जोड़े करणीगत सूल 

होते हैं-...इसी प्रकार यदि अव्यक्त के अकरणीगत अभिन्न- 
फल फ (य) में सब गुगक अकरणीगत हो और फू (य)७० 
इस समीकरण का एक मूल अ+«/क् ऐसा हो जहाँ «./ «& 
एक करणी है तो एक दूसरा मूल #-५/छ ऐला भी होगा 
ओर फ (ये) में गुणकरूप खराड 
. (य-अ-१/८क) (प-अ+4/ के) 5 (4-अ)*-क ऐसे 
भी होंगे । । क्‍ 

| २८--खरण्डॉ की संख्या---य - अर १५४ ये -अ« इत्यादि 
को य के एक घात के खण्ड, ये >+(अ, +अ२) य+अ,अ, इसे 
द्विघात के खण्ड, इसी प्रकार जिसमें य*ै, य* इत्यादि हो उन्हें 
क्रम से तीन, चार घात आदि के खण्ड कहें तो स्पष्ट है 
कि फृ (य) में यदि य का खब से बड़ा घात न हो तो फ्र (य) 
में गुगयगुणकरूप एक घात के खण्ड न होगे। दो घात के 


खर्ड सत्ता » त घात के लरड- 7-2... 750 . 
होगे ( २७वाँ प्रक्म देखो )। 


. १६--तुल्य सूल--यदि फू (य)>०ल्‍प/यत +प, यते 7 
हु 3 + पत्ष इसके जो अ, अ३२, आई ,००००००*--, अजय सल 
आवेगे उनमें बहुत से आपस में तुल्य हाँतो फ (ये) का ._ 
लाघव से नया रूप बना सकते हो, जैसे मान लो कि, फू (य)>० 

डे 


३७ समीकरण-मीमांसा 


इसके मूल में अ,, त बार, अ,, थ बार, अ३, द बार आए 
5 ५्थ व 
हैं तो पद (य) ८ प५ (य-अ,)7 (य-झआ२) (य->आ३ ) “** 
अब इस रूप के अतिरिक्त यूद (य) का दूसरा ऐसा रूप नहीं 
बन सकता जिसमें (प-अ,) यह त बार से अधिक वा न्‍्यून 
हो, (4-अ३) यह थ बार से अधिक वा ब्यूत हो, इत्यादि। 
यदि सम्भव हो तो मानो कि 
फ (ब) > प५ (य-अर )' (य- अ२) (य- अ३) * **- 
इसलिए प« (य-अ, है (य-अ३) (य-अ३ कि *** 
32% हर (य-अ, गज ( य-अ्र< ला (य-+-आ, ) ५ ७०७०० >> 


मान लो कि त > त, तो (4-अ, ) '* का दोनों पक्ताँ में 
भाग देने से 
त्त>-त्त थ 
प, (य-झअ३ ) + १? (य-अ२) (य-अ३ ) ------ 


>प०( य-अर२ ) * (यअ- ३ ) हु इसमे यदि यत्अ, 
तो बायाँ पक्त शल्य होता है परन्तु दहिना पक्त शून्य नहीं होता 
इसलिए ऊपर का समीकरण असस्मव हुआ । इसलिये 
तूत , । इसी प्रकार सिद्ध कर सकते हो कि थज-थ,, दन्द ;, 
इत्यादि । 

३०--समीकरण में यदि य के सब से बड़ घात 
की संख्या सेअधिक सूल हो तो सब गुणक शून्य 


के-तुल्यःहोंगे । 


. समीकरण के शुण इ्फ 


फू (य )-<०८प»य +प,याज  -- पन्‍य ? + ...--- + पर 
इसमें २७वें प्रक्रम से जब स्पष्ट हैं कि य के एक घात के शुशय- 
गुणकरूप खण्ड न होंगे; इसलिये फू (य)-० के न घूल आवेंगे 
तब स्पष्ट हे कि उन न घूलों से भिन्न संख्या का उत्थापन यदि: 
य के स्थान में दे तो फू (य)>० नहीं हो सकता परन्तु यदि 
पूछने वाला कहे कि न खंख्याओं से भिन्न संख्या में भी 
फू (4)>० ऐसा होता है तो स्पष्ट है कि 
फा (य) ०८ पकय +प,य ह्-ज्लन + प. 


यह तभी सम्भव हो सकता है जब प, , प,, प.,... ...,प+- 
ये सब गुणक शुन्य के समान हों। ऐसी दशा में य के स्थान में 
चाहे जिस संख्या का उत्थापन देओं स्ेदा कू (य)-० होगा | 

३१--समीकरण का एक सूल जान कर उससे 
एक घाल छोटा नथा समीकरण बनाया जा सकता 
है--फ (य) सू०८ पृ५यत्ते -- पु को 28२ कि पर इसका 
यदि एक सूल अ, हों तो ग्वे प्रक्रम के पृ (य) यह प-अ, 
इससे भाग देने से निःशेष होगा। लब्धि भी अ्व्यक्त का कोई 
अकरणीगत अभिन्न फल होगी जिसमें य का सब से बड़ा घात 
न-१ होगा | इस लब्धि को यदि फा (य) कहो तो. अब एक 
नया समीकरण फा (य)-० ऐेसा बना सकते हो क्योकि 
फ (3) >> फा (व) ई ब-ञ/ | इसलिये दोनों' पक्ताँ में 
य-अ, का भाग देने से फा (प)>० हुआ। पहिले समीकरण 


की अपेक्षा यह एक घात क्रम का समीकरण हुआ | इसका 
यदि एक मूल अ३ व्यक्त हो तो फा (य)-० इसमें य-- श्र: इसका 


है 3 समीकरण-मीमांसा 


ह । 0 
भाग देकर फिर एक नया समीकरण [फ (य)-० ऐसा बना 
सद:ते हो जिसमे य का ओर एक कम घात रहेगा। इस प्रकार 
समीकरण के एक सूज्न को जानने से डससे एक घात छोटा 
नया समीकरख बनता चलगर जायगा | 


३२--गुणकोँ और सूलों में परस्पर का सम्बन्ध--- 
श्एवें प्रक्रम के ५४वें प्रसिद्धार्थ मे जो बात कद आए हें उसे 
रूजुभान के अतिरिक्त नीचे लिखे हुए प्रकार से भी सिद्ध कर 
छ्ाकते हो । 


न लो कि २४वें प्रक्रम से यदि न-१ गुण्यगुणकरूप 
खरड फ़ (य) में हाँ तो वे बाते जो ५४वें प्रसिद्धा्थ में है 
ठोक ६ ता 


(य-य,) ( ४22 )+*( य-+अ २ )च्फ (२) 


ल््य 4 +प ले रे न नस न पंच. २ 
जहा पृ/८-६ ञ् न श्र ने 5० नै अं -- २ )४-आअ३५,- अ२, ४०० ५०० 
“अज-२ इनका योग । 
प. +-अ २, -अ२-----“ इत्यादि में दो दो के घात का योग 


प/८+-अ२,-अ२,-»३ इत्यादि में तीन तीत के घात का. 
योग।.. 


स>क ० ७क कक भछक कक कक न तन कक व ० कक 8७ ३० कक उस छाकक ००क १३१० ७७9 मे 
॥/2 


प्य -१ ब् “आअ., 9. औ., ,००५०*५ ५8 अज्_« $सने सब का घात । 


समीकरणों के गुण इंछ 
ऊपर के समीकरण के दोनों पत्तों को एक नये खण्ड . 
प- अन्न गुणने से 


(य-- १) (य-अ, ).-- “*(य-अस)च्यनत +( प, -- झा ) यूना ४£ 
+(प३-प५ अ्रद्धऔय है 


+ (प३०प३ अल)य * + -*-* कं पस-३ अद्ध 
परन्तु प,-अ[ ८+-अ, -अ -अ-- ------- अर. 
चणअशयाअ३ ४ *,-“अ ९ इनका योग । 
प३-प,अज्नन्पर + अज (अ, +अर + -----* + अर २) 
पउू+अ२,-अ२,----,;-अ इन मे दो दो के 
घात का योग | 
पह 7 परअनतप३ “अत (अर भर ऊअरअ३ क॑ -***** ) 
+--अ्,-अ, ,--*, “-- अ- इनमें तीन तीन के. 


घात का योग । 
+पत्त- ३२ अंज् न 7अ/, -“अ२,-“ अ३,..., अं इनका घात ४ 
इसलिये वे बाते यदि न-१ गुरयगुणकरूप खरडो में 
सत्य हैं तो न खण्डाँ मे भी सत्य होंगी परम्तु २४व प्रकम से 
४ गुण्यगुणक खण्डों में सत्य है, इसलिये ५ खण्डों में मी 
खत्य होगी । 

न- १ के स्थान में ५ का उत्थापन देने से ६ मे भी सत्य 
होगाी। इस प्रकार आगे बढ़ाने से स्पष्ट हे कि चाहे जितने 
गुरायगुण करूप खण्ड हों सब में २४वे प्रक्रम के ५वे पसिद्धाथ्थें 
की बात सत्य है । 


 ज्चट समीकरण-मीमांसा 


_ईसलिये उसी प्रसिद्धाथे से कह सकते हो कि फू (य)-० 
इसमें य“ 7 का गरुणक यदि प+ है तो (-१)१ पतन समीकश्ण 
के मूलों में से त, त के घातों के योग के तुल्य होता है। ऐसा 
साधारण एक समीकरण उत्पन्न होगा जिसमें त के स्थान में 
५५९, ३,... इत्यादि का उत्थं.पन देने से सब पदों के गुणुकों 
और फू (य) -० इसके सूलों में जो परस्पर सम्बन्ध है उसका 
ज्ञान हो जायगा | फ 

जैसे प१+प,यरे+प,य+प, ८० इस समीकरण के पूल 
यदि अ, ,४. ,अ, मान लो तो 


“»अ, - अ, - अ, ८ प्‌, -०००--०००-------०- (१) 
5 6 2 20 52235 7 न (२) 


धिमत अशअ/अ., 5: प्‌ ००० ००५ ००० ७००५ ३०० ““*( हे) 
>अरै, -- अरे अ. -- अप अ न्‍प 2 मम (७) 
आ, आ, अ३ +अपे, अ, +अऐ, अर, न: अ कक जी 0 व (५४) 


(३), (3७) और (५) को जोड़ देने से 
कर हर नसप,अपर + प/अ्र, +प३ 
इस लिये अ रे, -- प्‌ श्र की पथ, +- प्‌ ३८० 
अथांत्‌ ञ्र के जानने के लिये वैसा ही समीकरण उत्पन्न 
डुआ जैसा पहिले का समीकरण था। भेद इतना ही है कि वहाँ 
य हैं यहाँ य के स्थान में अ, है। यहाँ फू (य) -० इसके तीनीँ 
मूलों में से किसी के लिये अ, मान सकते हो क्योंकि द्स रा 


समोकरणो के गुण ३& 


समीकरण तर; के जानने के लिये जो उत्पन्न हुआ है उससे 
अ, के तीन मान आवंगे | 





जय करा |; 


9.३ ५३/ क्र 2 | 
बलों के वर्गों का घोग--रपवें प्रक्म के ५वे 
प्रसिद्धार्थ में गुणकाँ और पूलों में जो सम्बन्ध दिखा आए हे 
और उससे ऊपर के प्रक्रम में (- १)१पत इसका जो मान 
दिखला आए हैं उनसे यद्यपि वर्गलमीकरण छोड और घन - 
समीकरणादि के पुल्ल निकालने में काम नहीं चलता तथापि 
उनसे समीकरणों के विषय में बहुत उपयुक्त बातों का पता 
लग जाता है ! 

जैसे अ,,अ,,...,अन यद्य +#पय  +परय * + 
 +पन्‍+० इस समीकरण के सूल्ल हो तो 


“पत्र कंआअर नी *** नी अल 
पल अजअआ३ क॑ ०० + अर्अ३ नी *** *** 
' इसलिये पर,-२ प३नच्अ, +थ्रोर + शोक +अ न 
इस पर से सिद्ध हुआ कि सब सूलों के वर्ग योग के तुल्य 
परे, - २१, होता है इसलिये यदि पर ->रपर यह ऋण हो 
तो सब सूल सम्भाव्य संख्या नहीं होंगे । 
घट ५/ ७७ 2832.223 ह 
३४--शुणकाँ और सूलों में ओर भी सम्बन्ध--- 
इसी प्रकार से और भी सम्बन्ध जान सकते हो । जैसे 
. (-शेन-प_९ +>सूलोँ के न-१, न-९ घा्तों का योग 
(- १) प५ - खब सूलों का घात 


8० |  समीकरण-मीमांसा 


भाग देने से 

न्‍ 0 नि १ _ 285 मे न- हि की ++००५* है मम (१) 
पंु्तझ»+| अ0ए अर अभें३ 2 

ओर (- १)१ *प-२ - सूलों के न - २, न - ९ घाताँका येएग 


(-१))पल.. >खब सूत्रों का घात 











इसलिये भाग देने से 
पत्र. २ ०० ्‌ न र्‌ नु> २«००५००० न हे न २०५००«० (२) 
पञ्ञ अआअआ, अ,अ: आर अ.े 


(१) के वर्ग भें (२) का दूना घटा देने से 


र्‌ प्‌ पः 
पं ज- ३ _इपन-३_पत- हा पत- २ पतन _ है हैं 





हे हा गा 
पोल प्‌ पोज अर श्र 
न २ कक 
रे करे 
.. आअ+२ अज् 


इसे पर, -- रप. न्‍्अपे, +अपे + --+अ' । इससे गुण देने से 


(पर पर) पज- ४ पे पतन २ पतन) अप अप 
शा ध्र्प रे ष्ग्र रस 





२ 
प्ज 

२ 
पा नै 8. न ४०० ४०६४८५ 

द श्र, 

इसलिये 

(प, किक, प.) (प* १“ रे पे..२ प.) कर अप ने- अप 
2७४४  ऋऋचखऋइअइअइ ७ 
रे हे 

धरे 
पु ७ ७ का आओ न्चु अर च्चूील कक ला बक शक 


समीकरण के गुण छ्श्‌ 
इस प्रकार अनेक उपयुक्त बातें जान सकते हो | 
अभ्यास के लिये प्रश्न । 
एक समीकरण ऐसा बनाओ जिसके सूलों के मान 
 १,-१, २,-२ हो । क्‍ क्‍ 
२-ऐसा एक समीकरण बनाओ जिसके मूलों के मान 
१०५८ -२ओर ३+२०/ “5 हो। 
रै--एक सप्त घात समीकरण ऐसा बनाओ जिसके मूलों 
में से एक का मान १+ २/ 4 + ५“ हो। 
४--नीचे लिखे हुए सर्माकरणों के और मूल बताओो जर 
. कि एक मूल दिया हुआ हैः -- 
(१) यर-यरे +श्य+५ ८० $ य ८ १+ २५/ _5 
(२) रय* +झूयरे + श्श्यरे +दय +- १० “०; य> 4 _३ 
. ५) रेय४+ रेयर - घश्यर + १ रश्य + १६८८०; य-३- ५/ “7 
(४) य* + रयरे -- श्यरे +- ६८ ३ +- धय; य ८ ५/ २ 
(५) य* + २८ रयरे + श्यरे + क्ष्यय य ८ २-- ९८३ 
(६) य*+ रयर + र्श्यरे >यमें +प्यण +- ध्य +- ५४७ मु 
द य>५/ २०५८ - ५ 
प्णय+प्यपे>य* + €य+ १५ इसमें एक सूल ५६ और 
दूसरा १+२५./ “६ हो तो और सूल क्या होंगे । 
द--य +य'* -- १७य+ ग ८० इसमें एक मूल दे है तो और 
, मलों का ओर ग के मान का बताओ | 


कर समीकरण-न्मीमांसा 


७--यँ - शेय* + रयरे + ये -य + २८० इसमें सब सूलों” 
के वगयेाग और पृथक्‌ पृथक्‌ रूप में भाग दिये हुए सूल्नों 
बगयेग बताओ 
८-य +प, य * -- प्‌, यार +- +पल्‍ 5० इस' 
समीकरण के सब सूकों के घनयाग का मान बताओ । 
उत्तर - पर, + रेप ,प३ -रेप. 
&--यर +यरे - १०य+ १५०८० इसमें यदि जानते हैं कि 


छूल अ,, अ३, अ३ हो ओर अ. -- अ न्‍्आअ३ -अ२ + १० हो तो 
अ,, अ.,, अ३ के मान क्या होंगे | 


१०--बीजगरित से द यह जानते हे कि यदि अ, के, ग, 
*« आन के +ग न ) 


इस पर से सिद्ध करो कि यदि परे , -- रप, यह नपने. इससे 
अल्प हो तो समीकरण में कोई सम्भाव्य सूल न आवेगा। 


इत्यादि न संख्या धनात्मक हो 








4++ 


(१--य +प, य: + ...... +पशन 5० इस समभीकरण 
के दो दो मूलों के घात का वर्गयोग बताओ। 
उनपर - रेप, प. +- रेप, 
१२--यदि अर, , अ,, अ३ इत्यादि सूल हो तो खिद्ध करो कि 
(१-प/ +प५ -- --) +(प:->प३+प, - --:)' 
(१+अ') (१+अप) (१+अपे, ) 


समीकरणो की रचना छ३ 


३-समीकरणों की रचना 


३३--इस अध्याय में दिए हुए समीकरण पर से एक 
ऐसे समीकरण के बनाने की रीति लिखी जायगी जिलके मूल 
से दिए हुए समीकरण के पूल में एक निर्दिष्ट सम्बन्ध रहे । 


जैसे फू (५)-० यह एक दिया हुआ समीकरण है इस पर 
से एक ऐसा समीकरण बनाना है जिसके सूल दिए हुए समी- 
करण के मूत्र के तुल्य बिरुद्ध चिन्ह के हो तो यहाँ स्पष्ट है कि 
र-य इस समीकरण में जो य के मान होगे उनके तुल्य विरुद्ध 
चिन्ह के र के मान होंगे इसलिये य---र अब दिए हुए समी- 
करण में य के स्थान में -र का उत्थापन देने से नया- समी- 
करण फ्ा (य) 5 फू (-- २-० ऐसा होगा | 
यदि फ(य) >प&यते +प,यने ? +- प.यने* + ... +- पथ , ये 
+पन तो बदला हुआ नया समीकरशा 








फ (5९) जो (+-र२) 7 +- प्‌ (“ २) 33 22 8 (--र)न- ९ 
द 2०४5३ + पे १ (-.. र) + प ८० 


लपत्र >+परनें कपररत हे + -+पश् _२र + प् 


अर्थात्‌ दूसरे पद से एक एक पद्‌ छोड आदि समीकरण 
में मुणकों के चिन्ह बदल देने से यह नया समीकरण होता है । 
यदि दिए हुए समीकरण से थ का एकापचित घातक्रम न हो 
तो ३ प्रक्रम से घातक्रम को बना कर तब ऊपर की लिखी 
डुई युक्ति से चिन्हों को बदल कर नया समीकरण बनाना 
चआहिए। 


५8 समीकरण-मीमांसा 
जैसे यदि फू (य) ८ य* + श्य - श्य* -- ये +झ ० 
तो य के स्थान मे -र का उत्थापन देने से नया समीकरण 


द “०... एशर धर. हर + ८ पघ्य०८ २ “घेर -+- ५ रहें 
+ ६र--८ बना, अथवा दिए हुए समीकरण का रेप्र. से 
बातक्रम में रूप 


य" + श्य* + ०य* -- श्य* + गये -- ध्य' + ०्य+ स्यह हुआ | 
इसमें य के स्थान में र का रख देने से ओर दूसरे पद से 


घक एक पद छोड खब गुणकों के चिन्दर बदल देने से नया 
समीकरण 


२० ... ६४१ +- ५श४ +- ६२२ --८ ८० बना | यही पहले भी 
आया था । ' 


३६--दिए हुए समीकरण से एक ऐसा समीकरण बनाना 
है जिसके सूल दिए हुए समीकरण के मूल से न गुणित हा । 
.. मान लो कि र > जय, तो इस समीकरण में स्पष्ट है कि 
जो जो य के मान होंगे उनसे ज गरुणित य के मान होंगे। इस - 


लिये य >- इसका उत्थापन दिए हुए फू: (4) ८० इस समी- 


करण में देने से नये बने हुए समीकरण का रुप फ ( है ) प्त० 
ऐसा होगा । 

. जैसे फू (य) ८ परत +प यी! + 7" +पन्न ८० इस 
दिए हुए समीकरण पर से नया समीकरण 


समीकरणों की रचना द छः 


फः ( के )ल्‍प<( डर ) +प, ( हि, +प. (5) 
| द के *००००--- +प_. 
की प्री प 2 शी? प., श्गा रे 


8 पाक 29७ 22004 
ज के न घात से गुण देने से 
पर न पे, जरा +प.,जप'रने * +. ...-- + पतन रिनर्पे 
5 पा 6 कक हे + पज्स्‍जं ० 


पेसा नया समीकरण हुआ । इसमे यदि प. से भाग देकर 
समीकरण को छोटा करने से व ..-इत्यादि मिन्न हो तो प्रायः 
उनके हर के लघुतमापवस्ते तुल्य ज को मानने से नये समी- 
करण भें सब अभिन्न पंद्‌ हो सकते हैं| जैसे यदि य॑-ह ये 
+ है य- कक 5० इस पर से नया समीकरण बनाओ जहाँ 
यर दि तो समीकरण का रूप ऊपर की थुक्ति से 
द रे - ईर ज-+- हू रजपे -- कै जे ८२० क्‍ 
इसमें स्पष्ट है कि यदि ज३०८३, ५, १० का लघुतमापचत्त्यें, 
तो समीकरण 
रई _.. ४०२९ +- १०८० २-८१०० ८० ऐसा हुआ | 
यदि दिया हुआ समीकरण द 
यो - है यो +ह य-- कक 5० ऐसा होता तो नये 
रस. ह जर"+ हूं जर- क्लैल जर ८० इस समोकरण मे 
ज के स्थान में तीन ही का उत्थधापन देने से 
्ि रे -.श४रपरे-- ६ २-३ ८० 
यह अभिन्न नया समीकरण बन जाता | 


दे समीकर ण-मीमांसा 


. ३७--दिए हुए समीकरण पर से एक ऐसा नथा 
समीकरण बनाना है जिसके सूल दिए हुए समी- 
करण के सूल से ज स्थिराडः तुल्य न्यून हो। 

मान लो कि २० य-ज तो इसमें स्पष्ट है कि जो जो य के 
मान होंगे उनसे ज तुल्य न्यून र के मान होगे। इसलिये दिए 
डैंप: मे (य)-० इस समीकरण में य के खान में २-+-ज का 
उत्थापन देने से नया समौकरण फ (ज+२) ८० ऐसा हुआ 
दिया हुआ समीकरण 
. फू (य)5०८ पत्यन +प,यन-१ +. ...... _. पन्न यदि ऐसा हो तो 
शवें प्रक्रम से य के स्थान में ज को रख देने से 

_ फ७+९-फ ७)+फ' (ज) +फ” (०) ० 

.. बुं- फ्ा (ज) रे न ०००००० नै फत (ज ह (ज) रन म्न9 
३ | न! 


ओर १श्वेँ प्रक्म से र के एकाप चित घातक्रम से 


कफ (ज+र) 5 परत + (प३+नप,ज) २०-६१ 


४ %क १ # छह ऋ #के 
ण 


न(न-१)-**(न-त +- (न-१)(न-त + १) हल 
हि जौ १० जे | बज 0205 भू फ(ज)- ० 


विशेष--फ (ये) पर से पझ्नम (तर), फ्ः रॉ कफ” (अ) 


इत्यादि के मान लाघव से जानने के लिये हानर (०४०७) 
साहब ने एक प्रकार बनाया है । 


जैसे मानो कि प्ह् (य बल पी को +प,यरे +पर्य'े +प्य+प, 
मा स्‍; डरे 


तो सु (अ)>प०्थ +परञआ +परञर +पइ्अकप७ 
ओर १०वें प्रक्रम से 


फू (अर) ज॑ध्पआअर +रेपशअर + रपर्अ+प३ 
का जा (अर) ८ दैप,आ + रेप, अ+प<२ 

जम (अ) ला ध्प.अ न प, 

कफ ।(आ) य्ड प्‌ 

४] 


आझब फू (अ) का यान वें प्रक्रम-से 


पथ ल्प, _ 
प.ञ्र+प, न्‍््पाछ 
पा,अ+प० रू प"ञअ +परञ+ पर न्‍पा३ 
पाइअ+प३ ८ पंअ  +- पञपर +प/अं+प३ न्‍ पाह 


चाइअ+प५ रू प.ञ्र + प,ञर+परञ कपइ्अकप३ फ्(ञ) 


यहाँ प्रत्येक ऊपर की पंक्ति को श्र से ग्रुण देने से ओर 
झागे के गुणक को जोड देने सें नीचे: की पंक्ति उत्पन्न द्ोती है । 


छ्ट | समीकर ण-मी मांसा 


अब जिस प्रकार से प., प., प३, प२, प५ को लेकर फ(अ) 
बनाया गया है ठोक उसी प्रकार से प., प,, प., प, को लेकर ह 
शुट' (श्र) बन सकता है । 
जैसे पर द ह भ्न्प्‌ 

प्रञ्म+- पा, ८5 रेपअ+प, न्‍्पा 
था,अकपा/ रू पदञ्चँ क+पा(झकपा३ ज रपअरो +प, अ+ प, अरे 
कप/अ+प३ ८ रेप:अ + रप/,अ+प+ >पा. 
पा,अऊ+पा३ ८ ४ंपञअर + शेप अप + रेप अ+ प३ ८ फ्(अ) 
इसी प्रकार प., पा, , पा, को लेकर ३ फृ” (अर) को भी: 
बना सकते हैं | 


जैसे प्‌ - ध्् पर. ह 
.. पदञ्म+पा, >रेपअक+प, | ल्‍ पा; 
पाइअ+पा, ८ ६प.अर + रेप, अ+ प५ 5? पा (अआ) 


जिस प्रकार से फू (अ), फ' (अ), $ फ” (ञअ) बनाया है. 
उसो प्रकार प., पा; लेकर शा / (अ) बन सकता हे । जैसे 


का प | के कर प । । 
" | द के 
परद्मकपाइ >ध्पःञ्रू+प१..... -+ न (अर) - 
इस प्रकार अन्त में प नफह 
द पी आप 7 


॥ .. ऊपर की क्रिया को खुभीते के लिये इस प्रकार लिखते हैं. 


समीकरणों की रचना ७६ 




















है, पु पर पु .._ प५ 
पअ पाझ - पाअ.. पाश्र 
पा; पार पाई फ्‌्अ) 
प-श्र पा,श्र॒ पा,अ गा 
पा, पा, फ्अ) 
यअ पाइअ 
पा; हे के (अ) 
प.अर 
२... 
बा (अर) क्‍ 


ऊध्वाधर पंक्तिआं में ऊपर दो दो के योग के समान नीचे. 
की संख्या है । 


जैसे संख्याओँ में जब य > २८ अ, तब 

फ (य) | रेय*--य३ + श्यर + ८ इसमें फू (अ), फ' (ञअ), 
३ फ/ (आओ), शक / (अ) का मान जानना हो तो ऊपर की. 
रीति से फ (य) को पूरा फल बनाने से 


डे ले न ४ ० कप 
क्‍ रब. ० सा अभ६ 
५ १४ रथ । हश- 
कं हर ७9३ | 
११ ३६ २०० 
ह्‌ ३४ ह 
श७छ ७० 
६ 
श्रे 


० : समीकरणं-मीममांसा. 


कक 7! 


. .. इस प्रकार से फू (अ) 5 ६४, फ' (9) १००, ३ फ (ञअ) 
.# ७० और शा (श्र) 5 २३ | यह विशेष बड़े काम का हैइस 
चर से मूल का आसन्न व्यक्त मान लाघव से निकलता है 
जिसकी रीति आसन्न मान के प्रकरण में दिखाई जायगी। 


३८-३७ प्रक्रम में ज के स्थान में -ज का उत्थापन देने 
से ऐसा एक नया समीकरण बन सकता है जिसके सूल दिए 
हुए समीकरण के मूल से +ज तुल्य बड़े होंगे। 


३६--समीकरण के किसी एक पद का उडाना 
या हटाना---३5 प्रक्रम के नये समीकरण में ज के भिन्न 
भिन्न मान से प्रथम पद को छोड़ कर चाहे जौनसा पद्‌ उड़ा 
सकते हैं। द द 


जैसे यदि फू (ज+२) ८० इसमे इच्छा हो कि दूखरा पद्‌ 
उड़े तो दूसरे पद के गुणक प, + नप,ज॒ इसको शून्य के समान 
करने द 


प, + नप_ज ८० » . जो 5- .. 
नप., 


हरान्‍क 


अब ज के स्थान में- इसे रख देने से फू (ज+र) 
७] ॥ हा 


० कल द 
न्फ़ ( कलर रद + र) इसमे रत! यह पद न रहेगा । 
4 कल लल ] 


इसी प्रकार यदि त+१ खंख्यक पद्‌ को डडाना हो तो 
उसके गुणक पर से 


समीकरणों की रचना पूहँ 
प.ज +-प,जरएँ £ +- न) परर्जा * + ..«..- 


न(न- २१) 
रे (त)|(न --त)|! स्िक 
त! * 


ऐसा समीकरण बना, इस पर से.ज का मान ले आने 
चाहिए जिनके वश से फू (ज+र२) ८० इसप्रे त+ १ खंड्य्ऋ 
. पद उड़ जायगा । ह | 
जैसे तीसरा पद डडाना हुआ तो त२ इसका उत्थापद्‌ 
ऊपर के समीकरण में देने से 
- (न. 
प-ज' + ->प ९ मे +- (न २)! प्‌ ४८ 
न ! 
९: कं पा ह४ ७८ 
. अब इस वर्गलमीकरण से ज के दो मान आ जाय॑गें 
जिनके वश से तीखरा पद्‌ डड जायगा। इसमें यदि न-३ तो 


र(३०००४३ ः 
प.जपे +- पज-+- 3 आम + प.जपे-+- ३ "१ज+ जा 


३! 
इस पर से न" +.. ज-. 
ह जा रेप शेप७ 
का लक पश३ _पह रेप. प३ न 
श्प धप ध्प धपो 
गत ज्ञ्ः- स्‍ १ हि ५ परे, मा शेप.प, 


इश्क 
जैसे स्पर-- १स्‍यरे +रय+ १० ८० इस पर से एक नया 
समीकरण ऐसा बनाना दो जिसमे दूसरा पद्‌ उड़ ज्ञाय तो 
यहाँ ऊपर की युक्ति से 





धुर समीकरणं-मीमांसा 


इस पर से नया समीकरण द 
२ (र२+ २) -- १६ (र२+ २) +झ् (र+ २) + १०८२० 
बा ररने + १ररर +२४२+ १६-१२ -- ४८र + ८र + १६ 
१० -घैप्प मा 
रगे -- १६२ -- ६८०० द 
«- ररैं-८ २- ३८० ऐसा हुआ | 
और यदि यरे -२ ये +य+ ३८० इसमे यदि तीसरा पद 
उड़ाना हो तो द ः द 
“प३+५/ परे, -रेप.प, _ 75८ ४-३ _ २०६ 
रेप« . हे दे 


4 अधानमक, 
9 #ाआाआओो 


थक 


*» जन-रैवाजू 
जब ज-१ तो नया समीकरण 
(र+ १) - २(२+ १) +(२+ १)+ हे ८ रे + २रऐ + शश 
न+ १ - शेर -- ४२ -- २+- २ + १ +- ३ ८० 
“» र +र +३ ८० एसा हुआ। 
ज्ञब्ब ज ८ | तो नया समीकरण 
(र+ ३) - ((र+ ६) ९ +(र+३६)+ ३ ८० 
या रे कररेकजु+ श्र कर र-६+२+२+ हे 
१६ 5१५ ६ _ 


ब्रश -रफ +- -+-++ 
द २७ २७ 





किया . श १-२ पलक ऐसा डुआ। . 

इस्र प्रकार से समीकरणों म॑ पहले पद को छोड़ ओर 
किसी एक पद को उड़ा सकते हो । 

४०--दिए हुए समीकरण से ऐसा एक समी- 
करण बनाना है जिसके मूल दिए हुए समीकरण 
के सूल के ज घात के तुब्य हाँ।.. 

कल्पना करो कि र>यत इसमें जो य के मान होंगे डनके 
ज घात के तुल्य र के मान होंगे। इस लिये य ८ सके हुआ | 
इसके उत्थापन से नया समीकरण फ(र+७) «० ऐसा हुआ | 


यदि फू(य) -प.य + प्‌, १ + परत रे + ..- “*« रन पय- सत्य 
+ पथ 5० ऐसा द्वो तो नया समीकरण 

द 20 शा ि के बेर है 

फ(रज) नपरज+प,र ज +प.र ज +*“-*++प/+५ (०रजा 


इसमें यदि जु-- १ तो र८>र* - 


और फ(२०) फ(२) पर +प.र +****** बू० 
द दा पर + प. _. 5 हा आम रन +प,२+प ० ऐसा हुआ। द 
ओर यदि ज़ब्न्रे तो श्न्य झभोर यड८ २ इललिये 


कुछ समीकरण-मीमांसा 


है न 25 व कि 
ध्य:(२ 3) 3 फ्(र ३) रपर्क+प,र रे +* ०० +पत्ू-रर ४ ' 
द न पद्ध +० ह 
पकान्तर पदों का शुल्य की ओर ले जाकर वर्ग कर देने सटे 
ऋ.करणीगत श्रव्यक्त के घात में 


ज्ञनसे ते २ 
(प.र +परर श पर * +-***** ) 


रु ज्ञ रे २ 
(पर न्रे बन पर न्रे न ००७ ७५१+ ) 


' यह समीकरण होगा | इस तरह ज के भिन्न भिन्न मान से 
अहाँ अनेक प्रकार के नये नये समीकरण बन सकते हैं । 
४१--इस प्रक्रम में समीकरणों की रचना के विषय में 
कुछ उदाहर ण॒ क्रिया समेत दिखला कर इस अध्याय का समाप्त 
करते है । 
 (१)यर+प,यरे +प.य-+प३ 5० इसके सूल श्र,अ, ओर 
»9 हैं। एक ऐसा नया समीकरण बनाना हे जिसके मूल 
अ,्अ, +अअ३, अर्अ +अभ्रर ओर अ, अ३ + अर, हो। 
द यहाँ अ, अर +अ,अ, नअ, (अर +अ३ + अ३ +अ, ) 
+ अश(“-प:“अश)८-“-अ/ (प१,+अ/५) 
असी प्रकार ओर दोनों मूलों के रूप क्रम से. 
>अ२ (प, +अ२),- अ३ (१८ +अ,)ये होगे। इसलिये यदि 
रू८-य ( प, +य ) ऐसा माने तो य के स्थान में क्रम स्ते 
लो के तीनों मान अ, ,अ२,अं, रख देने से नये समीकरण के 
आूछ दो जाते है इसलिये $ 


रर-य (प:+य) -. “>रल्यरेक+पसय 


दिए हुए समीकरण में इसका उत्थापन देने से . 
६4 क्‍ श्र 
| >+प, + (पर -४२) | रेप हे । -प, -पश/+(प ५ - ४२)" - डर) | रै 


मा श्‌ 
न प्‌- $ परत रा 5 र्फ (प्‌ श्र ४र) | न प्‌ ३-२० 


ऐसा! समीकरण होगा। द्वियुकूपद सिद्धान्त से फेला कर 
अ्रौर पत्तान्तर नयनादि से र के अकरणीगत घात में इसी 
समीकरण का रूप बना सकते हो। 

(२) यरै + प,य+प३ ८5० इस पर से एक ऐसा समीकरण 
बनाओ जिसके मल दिए हुए समीकरण के दोनों मूलों के 
अन्तर वर्ग के तुल्य हो। यदि दिए समीकरण के घूल अ, ,अर२५ 
अ॥ मानों तो २५वें प्रक्म के ५वं प्रसिद्धाथ से 

“पर >अ/॒कश३ न अ३ र२०,अर्अर ऊअ अ३ के अर अ ३ ८ पर 
अ,अअ३ +- प३ 
इसलिये मूलों के वग याग 

. &पर, -रेप३२ 5- रेप: ( रेरेव प्रक्रम से ) 


.._ नये समीकरण के सूल (अ, -अ२)१, (अ२-अ३) और 
(अर +आ॥) ये हे परन्तु (ञ्र, -अ२)ऐ पल श्र, कि रे, अर । 


न प, * न््श्र पे श्र न श्र के प श्ञ्र, अर स्न्दे अप 





लत +अपर +अप - 


श्प,्‌ २ 


इसलिये (१) उदाहरण की युक्ति से 


' _. श्प 


के 


«« यर८-रेप/य+ रप३ - ये 

वा य+(र२प२+र) य- रप३ ८० “**(१) 
ओर  यर+प.य +प३ ८० ***”“*(२) 
(१) और (२) के अन्तर से 
(प२ + र)य - ३ेप३ ८० 


हि ._ शेप३ 
 ब.+र 


ञझादि समीकरण में इसका उत्थापन देने से और लघुतम 


रूप करने से 


र+ धह्य रत +६पपर+ रण्पई + एप, ८० 


यदि *७प + धपर, यह धन हो तो २१वें परक्रम से र का 
एक मान समस्मभाव्य ऋण संख्या होगा, इसलिये दिए हुए 





समीकरण में एक जोड़ा अखस्भमव मान अवश्य रहेगा । क्योंकि 


इसका यद एक ऋणात्मक मान दिए हुए समीकरण के सूललोँ 
के अन्तर के वर्ग तुल्य दोगा । अन्तर का वर्ग ऋण तभी होगा. 





पूछ 


जब अंन्तंर में असलम्भव संख्या होंगी। और यदि रण्प: 
+0०प ० यहं शुन्य हो तो स्पष्ट है कि दिए हुए समीकरण के 
दो मूल आपस में समान होंगे । 

(३) यर+पहय +परय+प३ 5० इस पर से एक ऐसह 
समीकरण बताओ जिसके मूल दिए हुए समोकरण के दो दो 
मूलों के अन्तर के वर्ग के समान हो | इसमें दुसरा पद उडाने 
के लिये य> य---* ऐसी कल्पना करो तो द्प्ट हुए सपीकरण 


का रूप 
रे रे ( 
(२-२) +प, (२-६६) +प३ य--पू )फफ 
रे रे द डरे ्क 


न्यचत्-+-प२ य +प३ ८० 





्। पं, -..- रेप, प.,प 
जहा प २ ८ प३ हक $प ३ ८ डक न धन +प३ 
नये समीकरण का पत्येक मूत्र दिए हुए समीकरण के 
अत्येक सूल्न से - इतना बड़ा होगा, इसलिये नये समीकरण 


के जो दो दो मूलों का अन्तर होगा वही दिए हुए समीकरण 
के दो दो पूलों का क्रम से अन्तर होगा । इसलिये (२) उदाहरण 
की युक्ति से अभीष समीकरण 
. श॑ौै+६€प शर +६प र+ २७प | + ४प ८० ऐसा होगएह ६. 

इसमें प'२, प, के पूर्व आए हुए मानों का उत्थापन देने से 
र१ + २(रेप१ - प, )२ ९ + (श१२ - पे, ) पर 

+ ( २प रै, ध्ज् ध्प ५ प्‌ न र७प, और न श(श्पर - परे, । 

ह . २७ ५ 


क्र समीकरण-मीमांसा 





दिए हुए समीकरण के मल यदि अर, अर, ,अ, ये हो ते 
अव प्रक्रम के ५पवें प्रसिद्धा्थ से... 
(अए -अ२)९ +(अ, - अ३) +(अ३-अ,)' 

5+- २(शे१प५ - पे, ) 

अर, -अ२) (श्र - आ३) +(अ, -अ, ) (अ, -अश्र,) 
+ (अर -अ३) (३ >अ)* रू रेप३-पर 
ईअ, -- अर ) (अ+२ ३2 (अं ३ “अ,)२ हि 
लक. (रेप, -> &प, प्‌ + २७प३) + ४(शप५ लक) | ; 


ऐसा होगा । इस प्रकार अनेक उदाहरण के उत्तर बड़े 

बमत्कार से होते है। 
अच्यास के लिये प्रश्न । 

(१) नीचे लिखे हुए समीकरणों से ऐसे नये समीकरण 
बनाओ जिनके मल दिए हुए समीकरण के मूल के तुल्य 
ईविरुद्ध चिन्ह के हॉ। 

(१) यहे -- रये - ५ ८८० | 

(२) य* -यरै +य-- ७८० | 
(३) य* - यगें +य+ ८ ८० । 
(४) य" - य* + य -- ११८० । 

(२) नीचे दिए हुए तीन समीकरणों से नये ऐसे तीन 
: अ्लमीकरण बनाओ जिनके मूल क्रम से दिए हुए समीकरण के 
मूल से १, २, ओर हे न्‍्यून होँ। 

(१) ये -- र्य +- श्य -- ७८० | 
(२) यः -> य +य- ११८० | 
(३) ये > यरे +य-- २१८० | 


समीकरणणों की रचना पढे 


. (३) नीचे लिखे हुए समीकरण से नये ऐसे समीकरण 
बनाओ जिनमें द्वितीय पद्‌ उड़ जाय: ्प 
(१)यॉ-यॉकय कश्य- ७८० । , द द 
(२) य* + श्य“ं - य+ ७ ० | 
(३) य* - श१६य +श्ण्य' +य-- ३७०) 
(४) नीचे लिखे हुए समीकरणों से ऐसे नये समीकरण 
बनाओ जिनमें तीखरा पद्‌ डड़ जाय:-- 
(१) ये + श्य +झय - रे ८० । 
(२) ये - हय + ध्य -- ११७० | 
(३) य* - ८य रे + १८य - १६य + १४८० | 
(४) य* » श१८य -- ६०य + रेय -- ९७० | 

(५) य* + रेय + ्य हब रद 5० इस से एक ऐसा समीकरण 
बनाओ जिनमें सब पदाँ के गुणक अभिन्न हॉँ। 

(६) नीचे लिखे हुए समीकरणों से ऐसे समीकरण बनाओ 
जिनके सूल पहले समीकरण के दो दो मूलों के अन्तर के वर्ग 
के समान हों। और यह भी बताओ कि दिए समीकरण के 
सूल केसे होंगे। 

(१) या - ८थ -- २८० । 
क्‍ (२) ये - ७य -- ७८० | 
- (७) यश +यरे - झय - ६८० इंस समीकरण में दिखलाओ 
कि य के मान, एक घन ओर एक ऋण सम्भाव्य संख्या होगे 
ओ कि --१ और २ के बीच में हैं। इनके अतिरिक्त और कोई 
मान सम्भाव्य संखूया नहीं है। 


छः समीकरण-मीमांसा - 





८) य +प, यो +पर य+प३८० इस में य के मान अ, , 
अ२, अ३ है। ऐसे समीकरण बनाओ जिनके नोचे लिखे हुप्ए 
'छूल आवे+-- 


(१) सर 


(२) झआ' , अप, अप । 
(३) झ+ + अर) अह +अ३) अर + ३ । 


(्‌ १ १५“ श 
(४) क्र क्र + क्र हर 3 द्र 
अर, +- अर अ, +अ अर +अ्र३ 








(७) का | 





(६)५/ज अ., ४ जञमर, जन | 
(७) ३ ( अ,+अ२ - भ्र३ ); ह(अ/+आ -अ, ), 
( अर नी अ ३ +- झ,( 


( ८) आर नी अ३ नी ज अ/ ४ अ|ड 7 अं, न ज॑ अ., 
आ, ने आअ ना जञअञ्र इ। 


8 दम ली. मम 04- आन] 0 “जल 
अर फीअ३इऊआाओआिर अर कंआ३इ आर अ९ + अ२-- अ 


(१०) अर अ३ + 


(१३)अ कब, अकबर, पके 





औ३ ने हक अर अ३ +॑ लय 
आर अर हे 


पं की रचना ६१. 





ओम मा 
३ अर अर अ३इ अर अर 


(१३) अपकीओअ , अकक+्अपर, अप ++ श्र 
अर अ३. अ, &, |. अ, अर 


(१४) अ२ जाओ, आई 7 अे२, अ३ 7 अं २ 


(९५) अप, अप $ अप आर, अ ५ अप 


(१६) जा ) (द् जज) (द् ज) 


(«&) य-५य+११ य--६८-० इसमें यदिय के मान 
अ, , भर, , अ| हो तो एक समीकरण ऐसा बनाओं जिसमें य 


१ २ 
कक मा गे +- आस ञ ञ्ग्र +श्ररे ढ आर -+ अर ये हो 





(१०) यर+प, यो+पर य+प३८० इसके सूल यदि 
अ/, अ२) भ३ हो तो वह समीकरण कैसा होगा जिसके मूल 
न नम न ही 

श्‌ गे क्डे | 

(११५) यर+प, यय +प,८० इसमें यदि परे, यह रे प<. . 
इससे अल्प हो तो सिद्ध करो कि यहाँ ऐसा समीकरण नहीं 
बन सकता जिसमे ती वरा पद न रहे । द 

(१२५) सिद्ध करो कि यरै+प, यो +प/ य+- प३,८० इसमे 
यदि पर, “३े प. तो एक ही बार की क्रिया में ऐसा समीकरण 
बन जायगा जिसमें दूसरा ओर तीसरा दोनों पद उड़ जायेगे ! 


द्व्र समीकरण-मीमांसा 


(१३) नीचे लिखे हुए समीकरण में य का मान बताओः--- 
(१) यर-- ६ ये + १५२ य-- ३८० | 
(२) यरै + ६ ये + २७ य- २१०० | 
(१४) सिद्ध करो कि य* +प.यरे+परयरे +प३य+प, ८० 
'इसमे यदि 
प्प३ +प/ ( ४प२ परे, ) तो एक ही बार में एक ऐसा 
समीकरण बन जायगा जिसमें दूसरा ओर चोथा ये दोनों पद 
डड़ जायगे। 
१५) नीचे लिख हुए समीकरणों में य के मान बताओः--- 
(१) य* + स्यर + झूय | +- छय -- १०८७ | 
(२) य* -- श्य रे + श्य + रेय-- ६८० 


>े ज १२६ 
(१६) सिद्ध करो कि यपे + ध्य' +- जब १ ८० इससे एक 


ही बार ऐसा एक नया समीकरण बना सकते हे जिसमें 
दूसरा और तीसरा ये दोनोँ पद्‌ उड़ जायें परन्तु इसी समी- 
करण को य से गुण कर जो एक चतुघांत समीकरण बनेगा 
उससे एक ही बार ऐसा एक समीकरण नहीं बन सकता 
जिसमें दूसरा ओर तीखरा ये दो पद्‌ न रहे। 

(१७) सिद्ध करो कि यॉ+प,यर्ं' +प.य्र १ +. ... ..- 


पर, (न--१ 
# पु ३ ये + पथ 5० इसमे यदि - 7 2 >पर३ तो छक ही 


बार में ऐसा समीकरण बन जायगा जिसमें दूसरा और तीसरा 
थे दोनों पद उड़ जायेगे । 
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४-धनण मूल 

४२--२१-२३ ओर रफवें प्रक्रमों मं धनात्मक तथा ऋणा- 
त्मक सूल के विषय में कुछ विशेष लिख आए हैं। अब यहाँ 
पर साधारण एक सिद्धान्त, कुछ परिभाषा लिखने के अनन्तर 
ऐसा दिखलाते हैं जिससे स्पष्ट विदित होगा कि फू य) ८० 
इसके कितने सूल धन ओर कितने ऋण होंगे । 

४३--ऋमिक पद्यूथ--अनेक पदाँके यूथ में एक 
धन, दूसरा ऋण, तोसरा धन, चोथा ऋण इस प्रकार से 
एकान्तर सब पद्‌ एक चिन्ह के हाँ तो ऐसे पद्यूथ को ऋमिक 
कहते हैं । द 

सर पद--णएक चिन्ह वाले पद के अनन्तर उसो चिन्ह 
का यदि दूसरा पद्‌ आवबे तो इस दूसरे पद्‌ के। सर कहते हैं । 


व्यत्यास पदू--एक चिन्ह वाले पद के अनन्तर यदि 
भिन्न चिन्ह का दूसरा पद हो तो इस दूसरे पद्‌ को व्यत्यास्त्त . 
कहते हैं । 
. जैसे य*- स्य* + स्य” - श्य* + रपये - श्य रे + श्य-- २ इस्त 
में एक धन, दूसरा ऋण इस क्रम से सब पद हैं इस लिये 
इस पदयूथ को क्रमिक कहेंगे । और य*ै- स्य” - श्य” -ध्य* 
+एयें + श्य” +श्यरै -य --य+ ९२ इसमे एक खर -रेय" 
पर, दूसरा श्य* पर, तीसरा +श्य* पर, चौथा +श्यरं पर 
और पांचवाँ -य पर है इस लिये यदाँ पांच सर हैं। और 
एक व्यत्यास - श्य" पर, दूसरा +थ्यं पर, तीसरा -यरें 
पर ओर चौथा +२ पर है इसलिये यहाँ चार व्यत्यास हैं। . 


है. ... समीकरंण-मीमांसा 


इस प्रकार ओर उदाहरणों म॑ भी समझ लेना चाहिए | 
. ऊपर की युक्ति से स्पष्ट है कि जिन पद यूथों में आदि 
ग्रद सर्वेदा धन रहता है उसका यदि अन्त पद्‌ धन हो तो 
उसमे व्यत्यास शुन्य वा सम होगा और यदि अन्त पद्‌ ऋण 
छ्ो तो व्यत्यास विषम होगा । 

यह स्पष्ट है कि किसी पूर्ण समीकरण मे (४प्रक्रम देखो) 
सब सर और व्यत्यासों का योग उस संख्या के तुल्य होगा 
जो संख्या कि य के सबसे बड़े घात में है । 

जैसे ऊपर के उदाहरण में नव सब से अधिक य का घात 
है तो सब सर पाँच और सब व्यत्यास चार ये दोनों मिल 
कर भी नव हो हुए । 


द फू (य) -० इस पूरे समीकरण में य के स्थान मे -य का 
उत्थापन दें तो फ (-य) में स्थिति उल्नट जायगी अर्थात्‌ 
शक्कर (य) में जितने सर होंगे उतने ही फू (-य) में व्यत्यास 
होंगे ओर फ् (ये) में जितने व्यत्यास होंगे उतने फू (--य) 
हे सर होंगे। फू (य) ८० यह यदि पूरा समीकरण न हो तो 
फू (५) और फू (-य) के व्यत्यासोँ का योग स्पष्ट हे कि 
समीकरण के घात संख्या से अधिक नहीं हो सकता क्योंकि 
पूरे समीकरण के पद्‌ कम होँतो फ (य) और फू (-य) में 
व्यत्यासों की संख्या भी कम होगी । क्‍ रा 
४४--डेस्कार्टिस की चिन्ह रीति । धन और 
आए सतूल---किसी पूरे वा अधूरे समीकरण में व्यत्यासोँ 
की संख्या से अधिक धनात्मक मूल नहीं आ सकते और किसी 


ध्प 
भूरे समीकरण में खर की संख्या से अधिक ऋणात्मक सूल 
बहीं थ्रा सकते | द 2 
इस सिद्धान्त को डेस्कार्टिस ने निकाला है इस लिये इसे 
डेस्कार्टिस की चिन्ह रीति ऋद्दते हूँ. ( 263647683'8 +पा8 0 
. छि 878 ) 
इसकी उपपत्ति के लिये पहले यद दिखतसाते हैँ कि कोई 
बहुसुक्‌ पद शुरुय यदि य--अ इस शुणक से गुर दिया जाय 
तो गुखुनफल में मुएय के व्यत्यास की संख्या से कम से कम 
शक अधिक व्यत्यास होगा । 
मान तो किशुरव ८ + के के “-- ++ ५ + + -+ + - ++-+- + 
गुशझक ८ ++- 











की के की -+-++++ ++ क॑ ++ + ++ +- -- +- 
ना ताजा के भे कं + +- ++-+ + + 





झआुणनफल र + 7 ->प पर ]+-+-प(_ पक 

गुणवफल से जिन स्थानाँमें खाथ ही साथ घन ऋण 
दोनों चिन्ह हू उन स्थायों के पद संशयात्मक हैं अर्थात्‌ पद के 
मान के ब्रश से वे धन वा ऋण दो सकते हैँ। ध्याव पूर्वक 
देखने से गुणन फल में इतने घर्म पाए जाते हे;-- क्‍ 

(१) जितने शुए्य में सर हें उतने ही गुणवफल मेँ खंश- 
यात्मक पद्‌ हैं| गुराय में यदि व्यत्यास सम हो तो गुरशनफल 
में व्यत्यास विषम और यदि गुर्य मेँ व्यत्यथास विषम हो तो 
गुणनफल्ल में व्यत्यास सम होगा ( ४३वाँ प्रक्रम देखो )। 

पर 


>> » खमीकरण-मीमांसा 


(२) ग्रुगनफल में संशयात्मक पदों के पूर्व और अनन्तर 
विरुद्ध चिन्ह के पद्‌ हैं । हू 
(३) गुशनफल के अन्त में एक चिन्द्र का परिवतेन दो 
गया हे । 

.. अब यदि संशयात्मकोँ को मान ले कि सब सर हो मए 
तो स्पष्ट है कि झमुशनफल + ++----+-+---- 
बस + - ऐसा होगा जिसमें सब चिन्ह गुरय ही के चिन्ह के सच्श 
है केवल अन्त में एक चिन्ह का परिवतंन है अर्थांत एक 
व्यत्यास बढ़ गया है इसलिये गुणनफल मेँ सर की संख्या 
महत्तम हो जाने पर भी गुणनफल में गुणय की अपेत्ता पघऋ 
व्यत्यास अधिक होता है ओर दूसरी स्थिति मेँ तो और मौ 
अधिक व्यत्यास की संख्या होगी। इसलिये यदि शुरुय कं 
“मान लो कि एक ऐसा समीकरण है जिसके ऋशणात्मक और 
अससम्भव मूल है तो २४ वें प्रकरम से इसमें एक भी व्यत्यास 
न होगा इसलिये इसे य-अञ्र से गुण देने से गुणनफल रूपए 
समीकरण में य का एक धन मान अतुल्य आवेगा और कम रहे 
कंम एक व्यत्यास होगा | फिर इसे य-क से गुण कर नया 
समीकरण बनाओ तो उसमें ये के दो धनमान होंगे और 
व्यत्यास भी कम से कम दो हाँगे। इस प्रकार य के और घन 
मान बढ़ाने से स्पष्ट हे कि किसी समीकरण में व्यत्यास से 

अधिक उसके मल धनात्मक नहीं हो सकते। 
._- दुखरी बात के लियेमान लो कि पूरे समीकरण फू (य) «० 
इसमें य के स्थान में -र का उत्थापन दे दिया तो ४३वें प्रक्रम 
की युक्ति से फ (-२) इसकी व्यत्यास संख्या फू (य) के सर 
संख्या के सभान होगी ओर ऊपर की युक्ति सेफ (-से 


- घनणमूल च्ञ 


इसको व्यत्यास संख्या से अधिक फू (-२) ८० इसके सूच 
घनइत्मक न आरव गे । इसलिये फू (य) इसकी सर संख्या से 
अधिक फू (य) >० इसके सूल ऋणात्मक न आदे गे । 
.. ४७५४--चाहे पूरा या अधूरा फर (य) ८० यद समीकरर्क 
हो तो पिछले प्रक्रम की युक्ति से फ्‌ (य) इसमें जितने व्यत्यास 
होंगे उससे अधिक फ (य) ८० इसके धनात्मक मूल न आये गे 
शोर फू (-य) इसमें भी जितने व्यत्यास हाँगे उससे अधिऋ 
फू (-य) ८० इसके सूल धनात्मक न आधे गे परन्तु फ (य)-० 
इसके सूल फू (-२)-० इसके सूल के तुल्य विरुद्ध चिन्ह के हैं 
अर्थात्‌ कफ (प)-० इसके धनात्मक मूल फू (-य)८७० इसके 
ऋषणात्मक मूल हैं । इसलिये फू (य) ओर फू (-य) इन दोनों 
के व्यत्यास संख्याओं के येाग से फू (य) ८० इसके धनात्मक 
ओर ऋणात्मक सूलों का येग अधिक न होगा । 

. इस पर से यह खिद्ध होता है छि चाहे फू (य)-० यह 
समीकरण पूरा वा अधूरा हो इसके जितने सम्भाव्य मूल होंगे 
ये फ (ब) और फ (--य) इनके व्यत्यास खंख्याओं के योग 
से अधिक न हो गे। 


| जैसे यदि फू ( य )ल्‍्य*" + श्यरे + ७य -- ६८० 
तोफ (-योच्य* न श्य है -- छय-- ६८० 
फ् (य) में एक व्यत्यास है इसलिये फू (य)+-० इसका एऋछ 
से अधिक धनात्मक सूल न आवेगा ओर फू (-य) इसमप्रे मां 
एक ही व्यत्यास है इसलिये फू (-य)-० इसका भी एक स्ते 


अधिक धनात्मक सूल न आवेगा वा फू (य)>० इसका एक से 
अधिक ऋणात्मक मूल न आवेगा । 


हि. समीकरण-मीमांसा 


अथयत्‌ दोनों व्यत्यासों के योंग दो से अधिक फू (य)<० 

के साम्भाव्य सूख न आदवें गे | परन्तु २२वे प्रक्रम से यहाँ य. 

को सम्भाव्य मान दो से कम न आवेगे इसलिये स्पष्ट हे कि 

इस खसप्नीकरण के दो हो खसम्भाव्य पुत्र आवब मे जिनमे एक 
खनात्म क ओर एक ऋणात्मक होगा | 

यदि पक (य)ज्यर +प>्य+ प३८० --- (१) इसमें प, और 

ऋ. दोनों घन संख्या धॉ तो यहाँ व्यत्याल का झमाव हुआ 

इसलिये इस समीकरण का कोई धनात्मक सूल न श्रवेगाल 
अहो बात रशवथे पक्रम से भी सिद्ध होगी | ' 


ऊपर के समीकरण में यदि य के स्थान में -य का उत्था- 
गन दे तो पा (-य)ै->-यर -परय+प३ऋण्च्य से + प्‌, य--प ३ 
इसभे एक व्यत्यास हुआ इसलिये (१) समीकरण का एक. ही 
आल ऋषणात्मक आवेश। परन्तु शश्व प्रक्रम से खिद्ध है कि 
शुद (प)-० इसके झूलों में से एक झवश्य ऋणात्मक आखेगा | 
इसलिये दोनों नियञ्यों के दस से स्पष्ट हुआ कि यहाँ अवश्य 
छक सूल ऋषशाःत्मक होगा ओर वही एक कोई सम्मांज्य संख्या 
है। ऊपर दिया हुआ एक जिधात समीकरण है इसलिये 
इसके तीन सूल आये गे । तिनमे सिद्ध हो झुका हैं कि एक 
मूल ऋणात्मक खमस्साव्य संख्या दोगा। इसलिये बाकी दो 
सूल्न अवश्य अखंभाव्य खंख्या हो मे । 

फिर यदि फू (य)ल्‍यरे -प,य+प३८० जहाँ प, और प+५ 
घन संख्या है तो यहाँ व्यत्यास की संख्या दो है इसलिये इस 
समीकरण के दो से अधिक धनात्मक सूल न आवेंगे ओर 
इझू (-य)>य रे +पर>य --प३८० इसमें एक व्यत्यास हे इसलिये 
श्ूू (प)-० इसका एक से अधिक ऋषणात्मक मूत्त न आवेगा $ 





धनणवूल .. दे 

परन्तु शश्वें प्रक्रम से सिद्ध है हि इसका कम से कम पक 
सूल ऋगणत्मक अवश्य आवेशा, इसलिये दोनों नियमों दे 
मिलाने से अवश्य पक ही कोई ऋणात्मक मूल होगा । यह 
तो का हुआ परन्तु बाकी दो झुल्लोंके विषय में कुछ भी 
कहा नहाँ जा सकता कि वे चनात्मक सम्माव्य वा असम्मवा 
खंड्या होंगे। इसलिये यहाँ डेस्कार्टिख की युक्ति से काम 
नहीं चला क्योंकि उनकी युक्ति ने केवल इतना ही पता दियह 
कि फा (य)-० इसके दो से अधिरू घव्तात्मरू भूल नहीं 
आयें गे। इसलिये सम्भव है फ्ि कोई घूल घवात्मक न हो ॥ 
परन्तु यहाँ ४६घें प्रक्रम के दूसरे उद्दाहरण से एक नया 
सप्नीकरण द 

ररै- ६प.र +६पर+ २७प, -- ४२३, ८० 

ऐसा बनेगा जिसके सूल पइले समोऋरण के सूलों के 
अन्तरवर्ग के समान होंगे। इसलिये यहाँ डेंस्क्रार्टिस की 
युक्ति वा शपवें प्रकम के २ प्रसिद्धार्थ से यदि २ण्प पे --४प 
यद ऋण हो तो समीकरण का कोई संल ऋणत्मक न आधे गए 
इसलिये फू (प)-० इसका कोई पूल असम्भव सं ख्या न होगा ह 
 परन्तुं यदि २०णपी, - ५परै, यह घन होगा तब तो २१वें पकऋम 
से समीकरण का कम से कम एक सूच अवश्य ऋणात्म क 
हीगां। इसंलियें फू (५)-० इसके दो सूल अवश्य अलम्भक 
होँगे। है क्‍ 
.. ४प--यदि ध्यान देकर विंचारों तो रपवें प्रकम से सब 
प्रसिद्धार्थ डेस्कार्टिस की युक्ति से निकल सकते हैं ओर रश्देँ 
अक्रम'में जो सिद्धान्त है चद भी डेस्कार्टिस की युक्ति और 
२९-ररखेँ प्रक्रम के सिद्धान्त से सिद्ध हो सकता दै। । 
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. ४७७--यदि यह विदि्त हो कि फू (य)८० इस न घात के: 
अधूरे समीकरण के सब सूल सम्भाव्य संख्या हैं और फ़ (य). 
में अन्त पद्‌ य से स्वतन्त्र है तो फृ (य) के व्यत्यास व्य, के. 
छुल्य इस समीकरण के धनात्मक मूल ओर फ (-य) के 
च्यत्यास व्य के तुद्य ऋणात्मक मूत्र होंगे क्‍यों कि सब 
स्वम्भावय सूल व्य ; +व्य, इससे अधिक नहीं हो सकते (४५वाँ 
अक्रम देखो) ओर व्यू, +व्य, यह समीकरण के सबसे बडे 
सात न संख्या से अधिक भी नहाँ हो सकता ( ४१वाँ प्रक्रम- 
देखो ) परन्तु यह जानते ह कि सब सूत्र सम्भाव्य हैँ इसलिये 
वे इस न घात समीकरण में न खंख्या के तुल्य होंगे। दोने 
ईनेयमीं के मिलान से स्पष्ट है कि व्य, +व्य,-न ऐसा होगा । 
यादें ऐसा न हो तो एक नियम के मानने से दसरे का 
व्यभिचार हो जायगा। 

. जव व्य; +व्यसज्त तो धनात्मक सूल अवश्य व्य, के समान' 
होंगे। यदि कहो कि व्य, के समान न हाँगे तो ४५वें प्रक्रम 
से वे व्य, से न्यून हॉगे। इसलिये व्य, से न्यून को 
व्यू, +व्य, >न इसमें घटा देने से व्य, से अधिक जो शेष बचेगा: - 
उसके समान ऋणात्मक मूल होॉँ गे परन्तु ऊपर सिद्ध हो चुका: 

कि ऋणात्मक मूलों की संख्या व्य, से अधिक नहीं हो 
सकतीं इसलिये घनात्मक मूलोँ की संख्या व्य, से यून 
आनना असम्भव हुआ | इससे निश्चय हुआ किव्य, के हो 
समान घनात्मक मूल्नों की संख्या ओर व्य, के समान ऋणा- 
ज्ष्मक सूलों की संख्या होती है । । 
.. जैसे यह जानने हँकिफ (य)चय* -- १श्य +३०८० इस 
ऋमीकरण के सब मूल रसस्‍्भाव्य हँ तो फ (य) में व्यत्यास की. 


धनणंमूल छह 
संख्या दो है इसलिये समीकरण के दो मूल धनात्मक और 


फू (-य) इसमे एक व्यत्याख होने से एक ही सूल ऋणात्मक 
होगा । 


(य)-० इस न घात समीकरण को यत इससे गुण देने 
से नया समीकरण न+त घात का होगा जिसके त सूत्र शून्य 
ओर ऊपर की युक्ति से सब सम्भमाव्य मूलाँ की संख्या न के. 
छुल्य वा फू (५) ओर फ (--य) इनके व्यत्यास व्य, ओर व्य३ 
के योग के समान होंगी इसलिये यहाँ यद्‌ त+न>म तो 

लम-त>व्य; +व्य, । इस पर से यह सी सिद्ध कर सकते हो 
कि फू (२)-० इसमें यदि अन्तिम पद य से स्वतन्त्र न हो और 
यह विदित हो कि इसके सब सूल सम्भाव्य है तो य के सब 
से छोटी घात संख्या त के समान शल्य सूल ओर फ़ (२) और 
फू (-+) के व्यत्याखों के समान क्रम से धनात्मक और 
ऋणात्मक सूल हो गे | | 
डें८---जब ४बर्वे प्रक्रम से सिद्ध है कि फू (य)5 ० इस 
समीकरण के सम्भाव्य मसल फ (ये) के व्यत्यास व्य, और 
शखु (-य) के व्यत्याल व्य, के योग व्य , +व्य, से अधिक नहों 
हो सकते तब सब मूलों के योग न संख्या में घटा देने से शेष 
न-- (व्य , +व्य२) इससे अल्प असस्भाव्य सूल न होंगे । अह्प 
सम असस्साव्य सूल इस न--( व्य/ +व्य२ ) संख्या के समान 
होंगे । 


४६--किसी पूरे म घाल समीकरण के आव्या 
ओर का-यत इन दो पदाँ के वश से.फ (य) ओर - 
(-य)" से जो व्यद्यास हे गे--- 


२  श्सीकरण-मीमांसा 


.. कल्पना करो कि किसी पूरे म घात सम्रीकरण के आ-फग - 
ओर का-य* पदोँ के बीच बहुत से पद्‌ जिनका योग रत * सम 
संख्या है, उड़ गए है तो यदि म सम होगा तो इसमें रत रुप 
विषम्त संख्या घटा देने से शेष व यह विषम होगा और यदि 
म्‌ विषम हो तो रत, + १ विषश्र को घटा देने से शेत्र ब सम 
 होगा। इसलिये या और ये दोनों सम, विषम वा विषम, 
. सम य के घात हों मे । | 

# यदिश्वा और का एक ही चिन्ह के होंगे तो +य के सान 

में एक व्यत्यास और -य के मान में एक भी व्यत्यास न 

होगा। इसलिये दोनों स्थितियों में आप और का-ये इन दो 
पदों के वश से फ (य) और फू (-य) मेँ जो व्यत्याख होंगे 
डनका योग एक होगा । 

.. इस धकार से का-य और खा-या इन-पदों के बीच भी 
यदि सम पद्‌ रत, डड़ गए हा तो का-प और खान्य' के चश 
से भी फू (4) शौर फू (-») के व्यत्यासों का योग प्कदी 
होगा। याँदो दो पदोँ के बीच व्यत्यासों का योग पक पऋछ 
होगा । मानो कि दो दो पदोँ के बीच रत, , रत, , श्त३,....:-, . 
शत, पद्‌ डड़ गए हा तो पूरे समीकरण के पद्‌ 


म+१८०१+ (रत, +१)+ (रत + १)+(रुत३ + १) + ------ ० 
. +(स्तक+ १) 
रे +ग-+( शत, + रत २ + “**** + रत, ) 
«बम 5 ग+( स्त/ + रत३ +***-- + रेत, ) 


.. इसमें फ (य) और फू (-थ) के व्यत्यासों' के योग ग॒ को. 
घंटा देने से कम से कम असम्भव मूल-रत, + रक्त, + ------ 


. चे श्तगउड़े डुप पदाँ को संख्या ।_ 





पना करो कि आया और का-क के बीच विषम पद 

श्त:+ ६१ उड़ गए हाँ तो म यदि सम होगा तो उसमें सम 
रेत, + ३२ घटा देने सेव भी सम होगा और म यदि वि 
होगा तो उसमें रत, +२ सम घटा देने से ब भी विषम ही 
होगा। इसलिये यदि आ और का एक ही चिन्द्र के होंगे तो 
ऊय वा -य के वश से आ-य और का-य* में एक भी व्यत्यास 
न होगा इसलिये व्यत्यासों का योग सी शून्य होगा ओर यदि 
आ आर का विरुद्ध बिन्द् के होगे तो +य से एक और -क 
से भी पक व्यत्यांस होगा इसलिये व्यत्वथासों का योग दो 
होगा । द | 


.. उसी प्रकार का-यो ओर खान्य मेँ भी का, खा के एक चिन्ह 
के होने से व्यत्यालों का योग शून्य और विरुद्ध चिन्ह के होने 
से व्यत्याखाँ का योग दो होगा 






यहाँ भी यदि दो दो पदों के बीच रत, +- १. शत _ +- है. पी 


रेतग +'ह पद उड़े हुए मानो ओर इन पर ले पूरे सभी करण के: 
घद बनाओ तो 


. म+शैज१ + । (रत, + १) -+ ९ | र्न- | (रत, +- शक | 
द न ०००३३३४० ०३५ । (रत; + १)+ १ ; 
जम | (शत, +१)+ १ | न । (श्त२ + 8 | 

मम आ] | (स्वत +१)+ १ | 





इसमें यदि आ, का, खा इत्यादि में दो दो के एक औओरे 
: विरुद्ध चिन्ह के वश से व्यत्यासों का योग जो शुन्य वा दा 
होते है घटाओ तो प्रत्येक खण्ड में शेष रत, +२, 
शत + २, ......इत्यादि वा रत,, शत, ......इत्यांदि होंगे। 
इसलिये दर एक उड़े हुए कुएड के वश से आ, का,....इत्यादि 
दो दो के एक चिन्ह के होने से रत, + २,... ...इत्यादि, ओर 
विरुद्ध चिन्ह के दोने से रत, ,...इत्यादि कम से कम अ्रसम्भव' 
मूल्र हॉँगे। 


(१) जैसे य* - यरे -- २-० इसमें पहले दो पदों के बीच 
चार पद और दूसरे दो पदाँ के बीच दो पद्‌ उड़ गए है ओर 
थे सम है इसलिये इनके योग ४+ २ छ से कम इस समीकरण 
के सूल असम्भव न होगे । 


(२ ) य० -. रयर - ४य-- २-० इसमे पहिले दो पदों के 
ब्रीच विषम ३ पद उड़ गए है ओर दोनों पदोँ के गुणक विरुद्ध 
सिन्‍्ह के ह इसलिये उनके वश से कम से कम ३+१- २८२ 
सम्रोकरण के असम्भव सूल हुए | दूसरे दो पदोँ - रयरै, -- एय 
इनके बीच एक पद्‌ विषम उड़ गया हे और इन दोनों के 
गुखक एक चिन्ह के है इसलिये इनके वश से कम से कम 
१+.१- ०८२ समीकरण के असम्भव मूल हुए | इसलिये दिए 
हुए समीकरण के सूल इन दोनों के योग चार से कभी कम 
खअखस्मव न दों गे । 


(३ ) ओर य* -- ३य५ -- २-० इसमें पहिले दो पदों के बीच 
आर पद उड़ गए है और ये सम ह इसलिये इनके वश से 
सम्गीकरय के ४ असम्भव मूल हुए और -रेय९,-२, इन' 





जा 
डे 


_ घनणसूल _ 5९ 


दोनों के बीच ३ पद उड़े हे और ये विषम और दोनों पदों के 
गुणक एक जाति के हँ इसलिये इनके वश से (रत, + १)+ १. 
+रे + १८४ असम्भव सूल हुए। इसलिये दोनाँ के योग ८ से 
कम समीक रण के श्रसम्भव सूल न होगे । 


इसी प्रकार और उदाहरणों में जान लेना चाहिए | 


' ४०--४४वे प्रक्रम से स्पष्ट होता कि फू (+) और फू (-यों 
के व्यत्यासोँ के योग व्य,+व्य, इसको यदि समीकरण की 
घातं खंख्या म में घटाओ तो शेष म-व्य, -व्य३ यह स्वदा 
सम ही रहता है इसलिये २७वें प्रक्रम की युक्ति से कद सकते: 
हो कि किसी फू (य)-० इस म घात समीकरण में फ् (य) 
के व्यत्यास व्य, ओर फ (-य) के व्यत्यास व्य, के योग 
व्यू, +व्य, को म में घटाने से शेष म-व्य, -व्य, से २,४,६ 
इत्यादि सम संख्या अधिक समीकरण के असस्मव मूल होंगे 
वा कम से कम म>व्य, -व्य, इसके तुल्य असस्मव मल 
होंगे। इसलिये इसमें जिस इश्ट गुणित २ को जोड़ देने से 
संख्या म से न्‍्यून ओर सैक इष्ट गुणित २ को जोड़ देने से 
संख्या म से अधिक द्वो तो उस इष्ट गुणित २ के जोड़ देने से 
जो म से न्यून संख्या हुई है उससे अधिक असस्मव मूल नहीं 
हो सकते । | 


जैसे ऊपर के प्रक्रम के ( ३) उदाहरण में कम से कम 
असस्मव सूल की संख्या-म-व्य (--व्य२>८ आई है इसमें एक 
गुखिस २ के जोड़ने से १० खंख्या म८६ से अधिक होती है 
इसलिये ८ से अधिक असखस्मभव मूत् नहीँ दो सकते । दोनों” 
नियमों के मिलान से छखिद्ध द्ोता है कि यहाँ अवश्य ही 


मीमांसा 





दे... समी ऋरण-/ 





असब्सत्र सूब ८ आवे गे इसलिये इसे म में घटा देने सेमनिश्व "बा न 
छुआ कि यहाँ एक घूल अवश्य सम्भाव्य आवेगा । 


इसी प्रकार (२ ) उदाहरण में सिद्ध होता है कि ६ से 
अधिक असस्माव्य सूच न होंगे इसलिये इसे म>७ में घटा 
देने से निश्चधव छुआ कि इस समीकरण का कम से कम एऋ 
मसल अवश्य सस्वाव्य आधेगा। यही बात २१वें प्रक्तम से भी 
सिद्ध होती हि | 


विद्यार्थिओं को चाहिए कि इस प्रकार से जिस समीकरण 
में जेंसा सम्भव हो विचार कर घत्रण यूलों का पता लगावें। 
सर शो के स्परणार्थ ब्लोक 
सर ओर व्यत्यास के स्मर्णार्थ ज्छोक । 
आहसियेत्र चिहस्य पे स सरसंज्ञक;। 
निटत्तियंत्र चिहस्य पढ़े व्यत्यास संज्ञकः ॥ १ ॥ 
द दोहा 


पिछले पद के चिन्ह हो जेहि पद में सर सोय । 
मिन्न चिन्ह जेहि में बसे बुच व्यत्यास सो होय ॥ १ छ 


धनणसूल के स्मरणार्थ स्छोक । 


व्यत्यासमानादविकानि न स्पुरननंस्वमृन्नानि समीकृतो हि । 
_ सराख्यमानाद्षिका ऋणाख्यनितिस्तथा पूर्ण समी क्तो न ॥ र ए 


दोदा 


समीकरण के मूत्र घंत् व्यत्यासाधिक नाहिं। 
ऋणमिति सर से अविक नहें पूर्ण समीकृतिमोँहिं ॥ २ क. 


घनणमूल छ७- 


अच्यास के खिये प्रश्च 

(१) ऋमिक पद किसे कहते है । 

(२) खर ओर व्यत्यास किसे कहते है । 

(३ ) यदि फू (4)-० यद्द पूर्ण समीकरण हो तो पक (यो 
मे अठतने सर होंगे उसने ही फू (-य) में व्यत्यास होंगे, इसे 
सिद्ध करो । 

(४ ) सिंद्ध करो कि किसी अधूरे फ (4)८० इंस न घात 
खम्करण में पा (ब) ओर फ (-य) के ध्यत्यासों का योग न 
से अधिक नहीं हो सकता | 

(५ ) दिखलाओ कि य*ँ - रपये + ५८० इसके कम से कम 
दो असभ्यव सूल हों मे । 

( ६) साथित करों कि य"-३थय*+यर -२-८० इसके 
अधिक से अधिक ६ अस्स्मव घूल्ल हो मे | 


(७) डेस्कार्टिस की युक्ति दा डपपति क्या है | 


(८ ) फि (य/>० इस अझधघूरेन घात समीकरण के सब 
मूल यदि सम्माब्य हो तो सिद्ध करो कि पट (य) और फ्ा (-य) 
के व्यस्यालों का योग न के समान होगा | 


(&) न घात का फ (ब)८० यह पूरा और फटा (ब)+० 
यह अधूरा ये दो समीकरण है जिनके सब सूत्र सस्माव्य हो 
ओर फ् (य) ओर पा (य) के व्यत्यास भी ठुल्य है तो दिखाओ 
कि फा (-+)) के व्यत्यास फ (ब) के सर के तुल्य हो गे । 


कप समीकरण-मीमांसा 


४-तुल्यसूल 

भू१...-कभी कभी ऐसा भी दो खकता है कि समीकरण 
के बहुत से सूल तुल्य ही आवबें। जैसे फू (य)-(य - ३)*८० 
जा य*- ध्यो + रण्य--२७७( य- ३) (य- ३) (य-३ )-० । 
'स्पष्ट है कि इसके तीनों सूल समान ही है। इसलिये समी- 
करणों में इस बात की पर्यीक्षा करना क्लि इनके कितने सूल 
सुल्य ह यह आवश्यक हुआ । मान लो कि सूल अर, त-वार 
अर थ-वार, अ, द-वार इत्यादि आए है तो ऐसी स्थिति 
मे फू (य)ल्‍प८ (य-अ२) (य-अ२) (य-अ३) -****+० इस 
अकार का समीकरण होगा । 


.._ ४२--अकरणीगत अभिन्न अव्यक्त य का फल 
फू (य) यदि फा (व) < फि (ब) » फी (य) » --- 

इसके बराबर है तो फ (य) प्रथमोत्पन्न फल फा (य) » 
पफि(य)« फी (4)+ फि (4) » फा (य) « फी (य)---+ 
्फीं (य) » फा (य) « फि (य)-*- ***** 5 2 इत्यादि 
के समान होगा । क्‍ 
“कल्पना करो कि फ (ब)-स-फ्ा (य) * प्वि (य) 
तो १०वें प्रक्रम से स-फा (य+च) » फि(य+च) 

ओर स' - सन्‍्फा (य+ च) » फ्ि(य+ च) - फा(ब) » फि(य) 


न्फी (य+च) २८ (फि(य+ च) 
“फी (य+च) < फि(य)+ फ्ा(य +च) < फि रू 
-फॉा(य) < फि (के 
नफा (१+च) | फि(+')-फि(य) | 


+फि() १ फा (+३)-फा (३) | 
दोनों पक्तों में च का भाग देने से 
पका (जनक “कि ४) 
ु +फि (य) । फा (4+(३)-फा (य) | 
च को शुन्य मानने से 


स्‌ “स फ (बो-फि' (ब) « फा (ब)+फा! (य) « फि(२),...(? 


यदि फा (य) वा फि (य), (प-अ)” इस प्रकार का द्वी को 
मान लो कि 


स+(य-अ)" | इसलिये १०व प्रक्रम से 
,. स(य-अ+च) ८ ॥ (य-- श्र) + च | है 


न य-अ) क+ंन-च(य- आओ)  +आ«चर +आा,चरें +- ..- 
कं पे कच्चा य-अ)' 7! बच आन न जज च्चे बुर हज के 


$ $० 


है. समीकरण-मी मांसा 
ज्य की शुल्य मानने से के 
श्छू (ब)जत(य--अओ ते न(य-अ)_ न फ्ा (य) । 5 ) 


(य-अ) यनन्‍-अ * क्‍ 
यदि रू (॥)-फा ७) > फि (3) * की (२)--०-०-०-०>तोः 
११) समीकरण से सिद्ध कर सकते हो कि 
. फ (॥)-फा (२) « फि (४) » की (ब) । 
+ एफ (3) « फाज) « की (०) + ००: (३) 
उैडेणयांदि फ (4) और फू (य) मे अव्यक्तात्मक 
कोई सहत्तमापवस न आये तो फ्‌ (य)-० है तुल्य- 
खूल आदेंगे और यदि महत्तमापदर्सान अब्यक्ता- 
स्मक न आदे तो तुल्य सूल न आवेंगे | 


५ व प्रकम के समीकरण को जिसके अनेक सूल तुल्य' 
आते हें लेने से 


पद (य)डझप, (य-आ,)7 (य-- अर) (य-आ, )३...... ... 

9२वें क्रम के (२) और (३) समीकरण से डर 

पर (य)-प०५ | त (य-अ,)77* (य-अर)४ (य-अ, 5... ..- हा 
+ थ(य- अ,) ४7१ (य- अश)7 (य- | ****०««« द 


४४ कऊंद(य--आ, १ (ये >- श्र (य-- अर) «न ध। 





-त के (यो  यफ (4) दफ (य). ... 


य-अ, य-भ्र३र य-अ३ 


न्‍्फ(य) | ८ ५-+ज्- दर +८-५-+ “० | द 


तय २ य + आओ रे य्‌ृ ननन्श्प्र डे 





न्प, (य-आअ,) (य-अर२र) (य+--आह) २०००००००- 


| 3 > मम  अशिलीक | 35 ४४052०255 | 
०? हा । ५ यन-झञ,. ये>-अ बे 

इस से स्पष्ट हे कि फ' (य) के प्रत्येक पद मेँ गुराय गुणक 
ऋूप अव्यक्त खरड (य-अ,) 7! (य-अ३) 7१? (य--अ, ) 7४ 
न कक यह रहेगा | इसलिये ऐसी स्थिति में फ्‌ (4) और फू'(य) 
में अवश्य अव्यक्तात्मक कोई महत्तमापवत्तेन निकल्ेणा जिससे 
सिद्ध होता है कि यदि फू (५) और फू! (य) में कोई महत्तमा- 
पवत्तन आवे तो अवश्य फू (य)-० के तुल्य मूल आयेंगे और 
बाद महत्तमापंवत्तेन अव्यक्तात्मक न आये तो तुल्य घूल न 
आयेंगे क्योंकि जब त-थनन्‍्द-१ तब तुल्य मुल न आवेंगे और 
तब फू (य) में सी (4-अ, ) 7! (4--अ२) 7 (य-अ,) 
यद्द होने से 


पट! (य) >> प& य- अर )( 4--अ३ ) ००० ००० ००००० 


 ऋईरय-अ, ) (य- अ३ ):“+ (य-अ,) (य-- अ३)- ० के ** |; 
जिसमे फू (य) का कोई गुएय शुणकरूप अव्यक्तात्मऋ मइतमा- 
शावे | े द 
जैसे यत्रि फ (योजय--हुयरे 4 २६८२ --३ ६य + १८ ८० 
यहाँ फू (य)-४: - २णयरे + धमझूय - ३६ 
दर 











क्रिया करने से पफ् (य) ओर प्कू' (य) का महत्तमापदर्तंनल 
य- ३ आता है इससे जान पड़ा छि पफ् (यो सें (4-१)* 
पक गुणकरूप खण्ड है । 
. इस पर से फ् (य)5-( य-३ )' ( यर-बेय+ २ ) 
न ब-रे )' (य- १) (य- ३)२० 
इसलिये य के मान, ३, ३, २, २ ये हुए। 
इसी प्रकार फू (य)>रश्य' -- रूय* + श्षश्यर -- २ एय + २४०८० 
. इसमें फ (य) और प्ठ' (ब) का मचहत्तमापत्तन य-- २ आता 
है इसलिये फू (य)-/[य-- २) (श्य' + ६)-० । इसमें य के मान 
है, हे, के ४ >३४:7४ -३ ये हुए | 
४४---२४वें प्रक्म से स्पष्ट है कि 
फू (य)-प५ (य- अ, ) (य- अर ) (य-अइ) चना 
फीो (य)-प , (य- अं ,) (_-अ २) (य- अ ३) *-८ **- 
इनका रूप जो ऊपर शुराय गुशक रूप खण्ड में दिखलाया 
है वद एक ही यही है दूसरा इसके अतिरिक्त नहीँ है जिसमें 
(य-अ, )- इत्यादि कण्डाँ के एकाधिक घात होँ वा 
(य-अ, )- “इत्यादि खण्डों मे से कई एक न हों। 

/ झबय का एक फल फि (|) ऐसा हो जिसमें य का सत्य 
सें बड़ा घत हो और वह पा (3), फा (य) को निःशेष करता 
हो तो (कवि (य) उन छाव्यक के एक घात खराडों के घात के 
झुल्य होगा जो फट (२) ओर फ (य) में उमयनिष्ठ है । 

इसी फ़्ि (०) फो फ (२)ओर फ्ा (य) का मदत्तमापचत्तेन 
कहते हद । 





५४---५शवें प्रक्रम से स्पष्ट है कि यदि प्र (यो मेँ 
(य- अ,) एक खराड रहेया तो फ (यु) में (4-अ, )7-* खरक 
रहेगा। इसलिये पुर (५)-० इसके यदि त यूल जो श्र के समान 
होंगे तो फ' (ब)-० इसके त-१ सूल अ के समान होंगे ॥ः 
इसलिये यदि त-१ यह रूप से अधिक हो तो फू” (य) और 
फ” (बव) में भी कोई अव्यक्तोत्मक मद्तत्तमापवर्त्तन होगा और 
पूरे युक्ति से फू” (२)-० इसके त-९ सूल अ, के समान हो गे। 
इस पधकार से आगे भी क्रिया करते जाओ तो सिद्ध होगा कि 
फू (य)-० जिसके (य-अ,)7_ खगणड हों जिनके कारण समी- 
करण के त तुल्य प्ूतछ अ, के समान आते ह तो फ' (य),, 
फ४ (य),------ त! (य) सब शून्य के समान हो गे-यदि य८झआ ४ 
जेसे यदि फू. (योज्य - श्यन्+ रयरे + झय रे -- जय + २ 
फू (य)जश्य* -प्यर + ध्य + १६य--७ 
फू! (य)-२०य - रश्यर + श्श्य + १६ 
पृ: (य)-६०य -- शम्य +- १२ 
इनमें यदि २८१, तो फस्‍(य), फ(य),फ(य),फू/(य) -- -- - 
इस श्रेढ़ी भ आदि के तीन शल्य होते है परन्तु पूर/ (ब)------ 
इत्यादि शल्य के तुल्य नहीं होते इसलिये स्पष्ट हुआ कि फ(रो 
अ (4-१) यह एक खरड है इस पर से 
फ् (ब)७(य - १) (य३ +य--२)। | 
यदि यह जानते होफि (य)वय* + तय + तय + त ८७ 
इसके तीन मूल तुढ्य हैँ तो द३, 5३ और 6, में आपस में कृष्ण 
सम्बन्ध है।...... ग क 





समीकरण-मीमांसा 
यहाँ फू (य)ल्‍य' +तर्यं +तश्य+त+ 
फ' (घ)-७यरं + रत, य-+ त३ 
फू (य)-श्र्यो + रत... 
इसलिये फ (य) को शल्य के तुल्य मानने से 


य्तं त्त 
5 कै 2  ्ज «जे हज 32 0 कद किक दल दी: कल दे ( १) 


इसका उत्थापन फर (य)-० और प्र (य)>० में देने से 


ज्ते 


डेट 


ने रा 
4 कप सं ३ यूं नै त्‌ कर बा 060००००००७००१ ०७५० ++७० ७७ ( २) 





ब्त्त 
य ( बन स्‍ न॑- शत ३ ) न ते ८०० *०००००००० ५०० ०-- (३ ) 





(३) से शू:: रे 3. # हक ४ के *००००००००००० ००६४) 


४ त३ 
इसका उत्थापन (२) में देने से 





ड्तपे, श्ते कर ) 
तु ध्त, ३६ 5:90 ००० ८ के आर के 


(१) ओर (५) से 


घ्व्व रै 
त८ से *०००००००० ००० ००० ००० ००० ००० ००० ०»*६६ ) ०० 





इसका उत्थापन (५):में देने से 


. तन ४ ह 
त्त्‌ +--->ाा जप ७२७७ 0 99% ७०0० 06 हक 006 8006क8%98 789 60080 9०0० (७) 


तुल्यमुल की 
संत्रन्ध जानें 

को मेँ ऐसे संबन्कः 

सुख अवश्य तुडः 


इस प्रक्कारः पर 
बडा इसलिये प्ले जिल गुण 
तो >>समे कि समीकरण के तीन 


छाए ज्ञाय 
पेगे। ह 
धु एक चांत के खण्ड 


पघू६--फ (य) ६-22 भले 
एक बीर दो बार त बार आए हे सन के. 


(छोर और (3) 
ऋरण्ण में 


रे पक धांत के खखई 
उनका माँत मी र१ 3 तने दो दो बार दे उमें 
बाए हैं डक मत याद. 


७4 के कक) 


छूट (योतआ 5 मं र या यान 
इस में मानों कि फट (यो अर का प्रहतम(परतेक 


फू, (य) है ता द 
फ् (य)ल्या २ कब या 4 | 
गर पी $ (४) हि महत्ता: 


क्रिमान की कि 
[वत्तेन फिर (ये) है 

तो. २ (27 5 या, या 

.. इसी प्रकार: (ये) और आदि के मंर्देतर्मी: 

धवन प्लानते जाओ: | 

६ कि, 2 


तो. ३ (बे त्य या, **** 
(य) द्र्ट या ।  अन्‍्श याद 


७०० #%* ०४*+ 


अर समीकर्ण-मी मांसा 


फू... (य) ८ या; 
फंत (य)ज८ १ ्ि “ 
ष पक (य), फ्‌, (य), फ़्र (य), ** “"फ्,, (य) में पूर्व पूर्व 2 म 
खरः पर का भाग देने से 








फ(य) 
फू. ,(य) _ - फा क्‍ 
कफ एके ४30 
 अच इन पर से 
फ् रे (य) फाः (य)_ शी फा._ श (य) 
फार (घ) 'फा, (य) पा (एप 
आोर फा. (य) नया, । 
अब या , ८८० , या २८० ,-:- या,>० इन समीकरणों से 


'क (प)-० इसके सब झूल्लों का पता लग जायगा जो कि एक 
खार, दो बार इत्यादि आए ह | 
साधारण रीति से स्पष्ट हे कि या-० इसका कोई पक 
आछ्त फू (य)८-० इसके उस मूल के तुल्य है जो फ (य)-० 
इससे त बार आए है| 
“ इसकी व्याप्ति दिखलाने के लिये एक उदाहरण दिख- 
 ज्लाते हः 
मान लो कि 
. रू (य)->यक - श्य" + रय + शय  + ६य -- एय* -- शशेय है 
#'॑ शेयर + एय+ पर 2.05 ४2०. कक 5 





तो बीज गणित की रीति से फ (य) और फ(शे का 
अद्वत्तमापवर्त न 


फू, (यन्यर - श्यर +यरे + ४ 
फू, (ये) और फ्', (ये) का मद्दत्तमापवत्तन 
फू, (य)>य-र२ 

ओर पु, (२) ओर फृ' ,(य) का मदतत्तमापवत्तंन 
फ (य)८ 

इन पर स्ते 





(ये) ये > यश - स्य'-घर+य+ २-फा , (यो 


फ,(ब) 


फू ,(य) _ 4 _ २ _ न्‍फा (यो) 
फय) ये ये --य- २ (ये 


इन यर से 


फा, (य) _ .।, - यर _- 
को (व आप तब - 


का पा प नया: लय +य+ 


सफ्य[, (य) >याइ तन य-२ क्‍ ध्9 
इसलिये फू (य)-(य! - १) (ये फय+ १) (य-- २)* 








समीकरण-मीमांसा 





हम पी -“२१+५/ __ 
. और फ (प)-० इसके मूल १,-६, - ४, 


““रै+५/ ..३ “१-७५/ ३ +१०- हे 5 
ट सन ) न कम २,२, २ हुए | 


वि 





इस प्रकार के स्मरणा्थ ज्छोक 
फलतजादि फलोत्यं महत्तमावत्तन॑ तदन्यफलम । 
एवं सतस्तदन्यं साध्य॑ यावद्धवेदूथछ ॥ १ ॥ 
फतानि पश्कत्यां विनिवेश्य पूर्व तत्तत्पराष्तं कलिका भवन्ति । 
पूर्वां पराप्ता कलिका भवन्ति पुष्पाणि भूदयादिसमाहयानि है २ 
येष्रां स्वसंखघासमघातकानां हतिभवेत स्वीयफलस्य मानस । 
प्रकर्प्य तच्छून्यसम॑ विपश्रित्ल्यानि मूलानि विचारयेद्धि ॥ ३ 8 
दोहा 

फल अरु फल को प्रथम फल ता त्रिच होय महान । 

जो अपवत्तन अन्य फल सोई होत सुजञान ॥ १ 

या लावहु बहु ऊपर फन्न जब तक होय न एक । 

एक तुल्य एक पंक्ति में राखहु सब सुविवेक ॥ २ 

पर से भागह॒ पूर्व को कलिक्ला ताको नाम । 

पर कलिका हत पूर्व सो पुष्प होत शुभ काम ॥ ३ ॥ 


पढिलो हुनो तीसरो येहि क्रम से तेहि जान।.. 
अपनी संख्या के सदश तिन को घात सुनान ॥ ४७ 


ताके बध सम जानिए अपनो फज है मीत | 
ताहि शून्य सम मानि सम मृच जानिए चीत 8 ५४ 9७ - 





अप्यास के लिये प्रश्न । 

(१) जब फू (य) ओर फृ' (य) का कोई महत्तमापवक्तन 
अव्यक्तात्मक हो तो द्खिलाओं कि फू (य)-० इसके एकाछ 
सुल्य सूल अवश्य हों गे । 

(२) यदि फ (य)5० इसके सूलतत अ(, अ३,--- “अल हो 
तो सिद्ध करो 


फ/ (3)> फ (3) ( तक ४ +>- ८ है 


( ३ ) ये - के यरे + ख८० इसमे दिखलाओ कि क और ख 
मे कया सम्बन्ध होगा यदि घूल तुल्य हों। 











(४ ) य१-पय+ प३८० इसके तीन तुल्य सूल नहीं शा 
सकते यह सिद्ध करो । 


(५४५ )वय*+प,य +प ,८० इसके तौन तुल्य घूल नहीं अआाह 
सकते यह सिद्ध करो | 


(६)यॉ+प८यती $ +पय ९ + --+-* न पे हयें +- पा 
इसके दो मूल अर , के तुल्य हो तो लिख करो ऊि 
पय ! प्‌ श्पर्य ऐ न भ्प्‌र्य है हा + न प्‌ ू० 


इसका भी एक सूल अ, के तुल्य होगा । 

(७ )य“+पश्यर +प,य* +ए,-० इसके दो सूल यदि 
समान है तो सिद्ध करो कि वह सूल अवश्य 
रेप शेप _ श्पर_, 
श्प, रेप३. 








यरे- इसके एक पूल के तुल्य होगा ॥ 


८ 





( £ ) यदि नीचे लिखे हुए समीकरणोंँ के पूल तुह्य हाँ तो 
उनको निकाली । 


३५/ ३ 





'. ६२) य् -य+ 


| 
ब्छर्ञ 
(३) ये -यरे - ८य +- १२८० । 
(७) य* + झूय + २०य + १६--० 
६५) ये - श्यरे - सूय + ४८८० । 
(६) य* - श्य - ध्य + २७-० । 
. ७) य* - श्श्यरे + श्ण्य -- ८८० | 
. (८) ये - छय* + श्श्यर + रेय -- १८-२० | 
६&) य* - इय+क्लग हे क्‍ 
(१०) या - श्श्य* + ६ज्यर - १७श्यरे +२१६य- १०पसड० 
६११) स्य* - श्सयरे + श्ध्य रे -ध्ष्य -+- ६-८० द 
६१२) य* -य* - स्यरे + स्यरे +य- श८० | 
(१३) य* ->- श्य” + ध्यर -- शेय रे - श्य + २८० । 
(१७) य* - स्य* - ध्य” + झूय* + १७य* -- श्य' - २०्य 
- झ+४० | 
(९५) यन" - स्य* -- श्यर + श्श्य” + ध्य* - रश्य रै 
- रै४॑य रे + १२य + ८० 


हे 





६-समीकरण के मूलों की सीमा 


५७-.....-जतुर्घात के ऊपरवाले समीकरणों के छूलो का 

अनने के लिये बीजगणित से कोई साधारण रोति नहीं पाई 
जाती । ऐसी स्थिति में समीकरण के पूल अटकल से निकाले 
जाते हैं। अर्थात्‌ पहिले अव्यक्त का कोई एक मान कल्पना 
करते है, फिर उसका उत्थापन देने से यदि फू (य) श॒न्य के 
जकुल्य हुआ तो कहे गे कि अटकल से माना गया. अव्यक्त का 
मान फू (य)८ ० इसमें ठोक है। यदि उस कल्पित मान का 
उत्थापन देने से फट (य) शून्य के तुल्य नहीं हुआ तो कहे गे 
के यह अव्यक्त का मान नहीं हैं। फिर अव्यक्त का इसराः 
मान मान कर फ् (य) में उत्थापन देना होगा यों बार बार 
कम करने से अव्यक्त के जिस कहिपत मान का उत्थापन देने 
से जब पट (ये शून्य के तल्य होगा तब कहेंगे कि फट (य)७ 
इससे वह अव्यक्त का मान 
. ऊपर की क्रिया करने में यदि यह मालूम दो जाय कि 

अचव्यक्त का मान कोई ज्ञात सख्या अ से बड़ा वा व से अल्प 
नहीं हे तो अव्यक्त के मान जानने के लिये जो असकरृत्कर्म 
कहा है उसमे अटकल से अव्यक्त का मान जो अ से अल्प वा 
ब से अधिक मान ऋर कम करेंगे तो उसमें कम परिश्रप्र' 
ग्रड़ेगा क्योंकि पहिले अच्यक्त के मान अ से अधिक वा ब से 
अल्य मानने में जो व्यर्थ परिश्रम पड़ता था और समय भी 
न होता था उनका अब बचाव होगा | इसलिये इस अध्याय 
में समीकरण के सूल किन दो संख्याओं के भीतर होंगे इसका 
विचार किया जायगा। इस अध्याय मे घूल शब्द से स्तर 
संभाव्य सूल सममभना चाहिए । 


समीकरखण-मीमांसा 





सीमा---लीमा से ऐसा सकमना चाहिए जैसे कल्पना 
करो कि अ- स्थःन से कोई मज़ुष्य ब- स्थान के द्विये रवाना 


७3७9५ ७३५ 


छुआ | वहाँ पहुँचने पर देखा कि अगुलियोँ में अंगूठिशोँ नहीं 
है, कहीं राह में गिर पड़ीं। अंशूठिओोँ जहाँ जहाँ गिरी होंगी 
बे स्थान अवश्य अ और ब के अन्तर्गत हैं। इसलिये श्र और 
ब को उन स्थानों की सीमा कहेंगे। इसी प्रकार जिन दो 
संख्याओं के भीतर समीकरण के सभी सूल आ जायें उन 
संख्याओं को उन सूलों की सीमा कहते है। यदि कहा जाय 
अकि अमुक संख्या समोकरण के धनात्मक सघूलों की प्रथा न 
सीमा है तो इससे यह समझता चाहिए कि समोकरण का 
काई भी धनात्मक सूल उस खंख्या से अधिऋ नहीँ हो 
सकता । । द 


. भेट--सब से बड़े संख्यात्मक ऋण गुणक में 
एक जोड़ देने से साधारण स्वरूपवाले समीकरण 
के धनात्मक सूलों की प्रधान सीमा होती है। 

यहाँ साधारण स्वरूप वा रूपवाले समोकरणों से उन 


समीकरणखों के समझना चाहिए जिनमें ये इसका शुणक एक 
'छइक हो । 


मानलो कि फू (२)८ ० यह न घात का एक साधारण 
'रूपवाला समीक्षरण है जिसमें सब से बड़ा .ऋणात्मक गुणक 
प है तो समीकरण के आदि पद को छोड़ सब में ऋणात्मक 
शुणक प कर देने से 


फू (य) > बॉ -प (य+यते १ + --- -- +य+१) 


सूलों की सीमा _ ध्डः 
दर 
वा. फू (घ) > या -प- 7 
य-- १ 
इसलिये यदि य > १ तो 


ये - १५- प----.. इससे फू (य) वहुत बड़ा होगा । 





यादें य- १--प यह वा (य-- १) ( पे है 


यह घन होगा तो फू (य) सी घन दहोगा। परन्तु जब य > १ 
तब एक खण्ड य-- १ यह सर्वेदा धन ही रहेगा। 


.._ इसलिये यदि १- कर यह घन होगा तो फ् (य) सवंदा 


घन होगा परन्तु य--१ > प्रवाय > प+१ होता है तो 
३ रह यह सर्वेदा धन होता है । 

इसलिये जब य > प+ १ तो पट (य) ख्ेंदा धन रहेगा। 
यहाँ कहे गे कि धनात्मक सूल प+ ३ इस से छोटे है । इसलिये 
समीकरण के धन मूलों को प्रधान सीमा प+१ सिद्ध 
द्ोती है । 

जैसे फू (प)-य - श्यर + भय रे - ४यरे -- भय -- ६८० ऐसा 
कल्पना किया जाय तो इसमें सबसे बड़ा ऋप गुणक ६ दै 
इसकिये धनात्मक घूलों की प्रधान सोमा ६+ ९ ८ ७ छुई ॥ 

४६-यदि फ् (य)5० इसमें य८ -र तो स्पष्ट हे कि. 
पूब युक्ति से र के घन मानोँ की हो प्रधाव सामा होगो वही 
य के ऋण मानो की प्रधाव खीमा दागो। परन्‍तु के (४)5० 





यह यदि काई विषम न घात का समीकरण हो तो, 
(-र) - -रत | इसलिये फू (-२) ८ ० इसके सब पदोँ को 
शून्य के पद्ध में ले ज्ञाकर तब ऊपर की युक्ति से सीमा का 
विचार करना चाहिएँ | 


जैसे गत प्रक्रम के समाकरण म यदि य 5 --र माना जाय 
वो उसका स्वरूप द 
“रोग + श्र -देरर -- धर +५२- ६०० ऐसा हुआ [ 

_ दुसरे पतक्त में ले जाने से ः 

र१+ रर* + शेर + ४२ -- ५२+ ६ ८ ० ऐेसा हुआ. 
इसमें सबसे बड़ा ऋणात्मक गुणक ५ इसलिये र के घन 

मानों की वा य के ऋण मानों की प्रधान सीमा --(५+ १)--- 
'छुद। इसंलिये फू (२)-० इस समीकरण के सभी सृुत्त --६ 

'और ७ इन्हीं दो संख्याओ्ों के भीतर है । 


... यदि फू (य)-० इस समीकरण में सब से बड़ा गुणक मः 
ड्ो तो स्य्ट है कि चिन्ह विचार के बिना पूव शुक्ति से कद्द 
खकते दो कि फू (ब)5० इसके सब सूल --(म+# २) और 
स+ ३ इनके भीतर है । 

६०--न चाल के साधारण स्वरूप दाले समीकरण 
मे यदि सब से बड़ा ऋणात्मक गुणक प हो ओर 
ऋछणात्मक गुणक बाले पद में अव्यक्त का सबसे 
बड़ा घात न-त हो तो धनात्मक सूलों की प्रधान. 
सीमा १+, ८ झीती. है 


मूलों की सीमा हक 


फू (य;-० इस न घात के समीकरण का यदि ऐखा रूफ 
च्दो 2 कि श्ादि पद से लेकर त--१ पद तक के गुण घन हाँ 
ओर अवशिष्ठ पदों में खब से बड़ा ऋणात्मक ग्रुणक प हो तो 
स्पष्ट है कि फू (ये) यह यत -प (य ' +य्र +-- +य+ १) 


यू त+९ न्न्न्है सदा 
हुँ इससे हा 


इससे बड़ा होगा अर्थांत्‌ +-प 
होगा और 
(४- थे" (--0 -प(यन-१*९- 0 इससे बहुत बड़ा 
होगा । द 
यदिय > १ तो फ (य) न व 
इससे और भी बहुत बड़ा दोगा | इसलिये यदि 


प्य नै सें+ १ - पृ-य पे! यू पिकर द | 
धरा पिया प्रदेती + (य--१)”-प £ यह 


4 


अथवा (य- ६) -प यह घन होगा तो फ् (य) भी घन 





होगा। परन्तु यदि (प-१)४ >प अथवा य८ १+ पर कहे 
(य- १7 --प यह घन होता है । इसलिये य, १+ १८६ इसके 
तुल्य वा अधिक होगा तो प्र (य) सी धन दोगा। इसढिये 
ह ह सी त 
पूद्‌ (ब) ८ ० इसके घनात्मक घूलों को प्रधान सीमा १--५/ ५ 
यह हुई । ४ 

जैसे यदि पद (५) 5 यो के रुप कप - ध्यो - ६ शेप दे घन्‍त० 
हो यद्ाँ तीव प्रद्‌ तक घन शुष्क हे और आगे के पदों मे सदझ 


हद समीक रण-मीमांसा 
 ओ बड़ा ऋण गुणक १५ है इसलिये त ८ ४, प १५ इनका 
३+प० इसमें उत्थापन देने से प्रधान सीमा १+ (१ ५) न्‍्ः के 
(सवल्पान्तर से) । 
सीमा जानने के लिये यदि निरवयव त घात मूल न मिले 
लो प में कोई सब से छोटी संख्या मिला कर तब त घात मूल 
कौ जिसमे प्रधान सीमा इस आप हुए सीमा के मान के. 
खन्‍्तगंत हो | क्‍ 
इस पर से यह प्रकार उत्पन्न होता हैः--अवशिष्ट पदाँ में 
सब से बड़ा जो ऋणात्मक गुणक दो उसके संख्यात्मक मान 
का आदि से ले जितने पद तक धन गुणक है उसके संख्या 
ज़ुल्य घात मूल लेकर उसमें एक जोड़ दो तो धन सूलों की 
स्वीमा होगी । क्‍ 
६१--घधदि किसी समीकरण में प्रत्यक ऋणा- 
: स्थक गुणक को घनात्मक मान कर उसमे उसके 
भूवे आए हुए धनात्मक शणकों के थोग से भाग 
दिया जाय तो इस प्रकार उपलब्ध सब से बड़ी 
्वब्धि से एक जोड़ देने से धन मूलों की प्रधान 
सीमा होती हे । 
बीजगणित से सिद्ध हे कि थी द 
(य-१) (या + यार + ... #य+ै)+१.. 
इललिये यद्‌ समीकरण का ऐसा रूप हो जिसके बहुत 
ब्र्दों के सुणुक धन %र बहुतों के ऋण हो अर्थात्‌ ) 


मूलों की सोमा हक 


फू (्‌ यं ) ल्प यत+प, ये ! +प< यंनारे _. प्‌ यह 
+प, यते ९ + --- ००० +>पत यं त + ----० +यश+० ऐसा दो 
तो इसमें य के जिन जिन घतत्तों का ग़ुणक धन है उनका रूप 
ऊपर के समीकरण में पक्ष बदलने से ओर जिनके गुणक ऋय 
हूँ उनको ज्यों का त्यों रखने से 

(य )चप. (य-३१)यॉ१!+प. (य-१) ये 


+प्‌. ( य- ३ ) य ३१ + ... --- +प. (य-१ )+प., 
+ प९ (य-१ ) ये +प, (य-१) य१ + ....- हि 
 +प; (य-१)+प६ 
६28 8 कै 0 आ ३ +प३ (य-१)+प+२ 
नल ( य-१ ) यनई.....- 
220 न कल हे डाल हक 


इस्र रूपान्तर में यदि य एक्र से अधिक हो तो प्रत्येक 
ऊध्चांधर पंक्ति य के घन मान में धन दी रहेगी, जहाँ कोई 
ऋण संख्या हे वहाँ वह भी पंक्ति धन ही रहेगी यदि 
(प.+प, +प२) >> प्‌ 


इसी प्रकार (१.+प,+प+ +॑ "० पह_ ८ ) (य-१) >प+< 
इसलिये य > _- ---+ १ 
इस ० प्‌ न पं + प> का 
साधारण से य >--_---7 +१ 
प.+प+प३+ पल _ क्‍ 
इससे सिद्ध होता है कि ऋणात्मक पद की संख्या में 
डसके पहले पदों में जितने घनात्मक गुणक हँ उनकी संख्या 
| 


मीम को कक 
क्षय क समीक कत्त्‌ हद कक स्‍ल हि आकर. 


के येम का भाग दो यदि लब्धि पूरी न आवे तो शेष को छोड 
एघकाधिक लब्धि लो और उसमें एक जोड़कर उसे खराड मानों । 
इस प्रकार से जितने ऋणात्मक गुणक हों सब पर से खसडोँ 
का साधन करो । सब खरडों में जो सबसे बड़ा हो उसे 
समीकरण के घनात्मक मूलों की प्रधान सीमा समझो । . 


जैंसे यदि फ्‌ (य )->य*+६ य*-श्श्य -ध्स्यरे 
ह न भ्धथ्य - ९७ 5: ० 


ऊपर की युक्ति से खरड 
_ रश न श्र २७ के 
०.३8 ६+ह३5६+१५+श« 


न्‍न्रे ७ १ 


ह। 
इनमें सब से बड़ा खएड ७ है इसलिये घनात्यक मूलों की _ 
सीमा ७ हुई | इसी उदाहरण में ५६वें प्रक्रम से ४२ और ५८वें 
प्रक्र से २+ ०५“ ५३ 5 £ प्रधान सीमा आती है। इन दोनों 
से ७ यह कम हे इसलिये उन दोनों प्रकारों से यद्द प्रकार 
यहाँ पर कर्म लाघव उत्पन्न करता हे । 
प्रथम ऋणात्मक गुणक के पदले जहाँ कई एक धनात्मक 
शुणक हो और घनामक गुणकों की संख्या जहाँ भारी सारी 
हो वहाँ पर इस प्रकार से प्रधान सोमा की संख्या छोटी 
आावेगी जिस पर से गणित करने में कर्म लाघव होगा । 
६२---कभी कभी कुछ हेर फेर से समीकरणों का रुपान्तर 
करने से बहुत छोटी सीमा का पता लग जाता है। 
.. जैसे पिछुले प्रक्रम के उदादरण में 





'मूल्लों की सीमा ष्हः 


फू (य) > यॉ+ध्य* - श्श्यरे -- भश्यरे + भश्य -- १७-०० 
वाय' (य+--५२)+ ध्यर (य-- ६४) + ५५(य - ३ ९)-० 
इसमे स्पष्ट हे कि यदि य८ ४ तो फृ (य) धन होता है ॥ 
इसलिये धन मूलों की प्रधान सीमा ४ हुई जो पिछली सझ 
प्रधान सीमा ञ्रों से छोटी है | क्‍ 
दूसरा उदाहरणः-- द 
मानो कि फू (य) ७ य*- श्य* -- १श्यत + रये +य-- ७००० 
इसमें ५६वें ओर ५८वें प्रक्रम से धन मूलों की प्रधान 
स्तीमा ७०+ १८ ७१, ५६वें प्रक्रम से ५? + १ अर्थात्‌ १६ सीमा 
आती है | परन्तु इसी का य दि यरे (ये -- श्य-- १३) + रय 
+य--७० ऐसा रुपान्तर कर डालों और पहले ५६वें प्रक्म से 
यर - श्य-- १३ इसमे सीमा का बिचार करो तो ११५+१५- श्छ 
यह डुआ | इस मान में यरे (य*- श्य - १३) यह तो घन होता 
दी है किन्तु स्य*' +य--७० यह भी उसी १५ के मान का 
उत्थापन देने से धन होता है। इसलिये धन सूलों की प्रधान 
स्वीमा १४ हुई जो १६ से भी छोटी है । 
. ६३--ऋल्पना करो कि फू (य)>प&य+प, यह 
क#पश्य * + --- ० +पनन_ ५य+प.-० तो स्पष्ट हे कि इससे 
न+१ पद होंगे। 
न+ १ में ३ का भाग देने से शेष १ वा २ बचेगा। इसलिये 
फू (ये) में तीन तीन पदों को लेने से यदि शेष न बचे तो 
फू(य)ज्यार (प,यर+प,य+पदा ) 
कया ४ ( पशयर+प,य+प, )+-*-००--- 
+( पर -२ये +प.__ »य + यश )*** "५० *०***०* (१) 


श्०्७ समीकरण-मींमांसा 
ओेष एक बचे तो हा 
फ्(य)चय  (प०यकप/य+पर ) 
यश. ( प.यरें +पय+प.,, ) न> ०५० ०५० ००० 
न य(प/ ३४ +॑ पन्न-२ये + पत्र... ९) + पतन **' (२)! 


आर यदि शेष दो बचे तो 


फू (य) >यर रे (प८य +प,य+प+, ) 
7 ( प ये न-प य+परन )ैन डक 26:४2 कोड क्‍ 
क+य (पर _,य +प. ३यन+-प. २) हे 
+(प.. श्ये+प ५३७४४ ४७ * "१ **-**- (३) ु 


तीनों स्थितिश्रों में कोष्ठकान्तगंत जितने वर्गात्मक अव्यक्त 
ब्के फल है उन सब को प्रथक्‌ पृथक शल्य के समान कर य के 
मान ले आवो। इन मानों मं जो सब से बड़ा होगा स्पष्ट: 
है कि वही (१) में घनमूल की सीमा होगी | | 


. यदि पल्‍ धनात्मक हो तो (२) में भी वही सीमा होगी, 
चखदि प ऋणात्मक और य के उस कड़े मान से अल्प हो तो 
ओ वही सीमा होगी ओर यदि ऋणात्मक प., उस बड़े मान. 
ले बड़ा हो तो प. का संख्यत्मक मान जो होगा वही सीमा 


छोगी | 


(३) स्थिति में उस बड़े मान का उत्थापन ( प._ ,य + प: )- 
इससे देने से इसका मान यदि धन आये तो डसी बड़े मान के 
ब्लमान सीमा होंगी, यदि ऋण आचे तो उससे बडे जिस मान 

को उत्थापन देने से ( प८ ,य+प_ ) यह धन हो वही सखीमह 


द्रोगी | 


सूलों की सीमा .. रैक 


. प्रत्येक वर्गसमीकरण में य के मान निकालने में यदि 
 निरवयव सूल न मिले तो जिसका सूल लेना हो उसे कुछ 
अधिक कर निरवयव सूल लेकर य का मान निकालो | यदि 
'य का मान भिन्न आदे तो उसमें सी कुछ अधिक कर निरवयव' 
कर लो। य के द्विविध मान में जो ऋणात्मक मान हो उस्हें 
छोड़ दो । 
जैसे ६०वें प्रक्रम के दूसरे उदाहरण मेँ 
य-श्य*- श्श्यर + रय +य--७० 
न्यॉ(यर-श्य- १३ )+( स्यर +य--७० ) 


* इसमें पहले ये - धश्य-- ११८० इस पर से य का घन-मान 
५४५+ ५. ८55६ 
कप यू-5७ ( कुछ अधिक ) 

फिर रथ! +य--७० ८० इस पर से य का धन मान 
उई+% $+३५८७ (€ कुछ अधिक ) 
यहाँ दोनों समान ही स्व॒ल्पान्तर से य के धन मान हुए ६ 
: इसलिये धन मूत्र की सीमा ७ हुई जो सब से छोटी है । 
जिस वर्गसमीकरण से अलम्भव मान आये उसे छोड 
दो क्‍यों कि उसमें य के किसी घन सान में फल धन ही होगा ४ 
प७, १३, प९, इत्यादि में कोई जिकू ऋणात्मक होंगे तक 
ऊपर की युक्ति से काम नहीं चलेगा परन्तु वहाँ भी एक पद 
"के ऐसे खण्ड करो जिसमे कोष्ट के भीतर के आदि पद में घन 
शुणक हों फिर तारतस्य से ऊपर की युक्ति से ऐला दूसरह 


समीकरण-मी माँसा 






कमीकरंण का रूपान्तर बना सकते हो जिससे यह पता लग 

ज्ायंगा कि य के किस छोटे धन मान में फू (थ) का मान धन 
. ६४--ऊपर के प्रक्रर्मा में प्रधान सीमा के जानने के लिये 
कई एक युक्तियाँ दिखलाई जा चुकी हैँ अब इस प्रक्रम में 
कनिष्ठ सोमा जानने की विधि लिखते है। 


कनिछ सीमा---जिस खंख्या से समीकरण का कोई 
भी घनात्मक मूल छोटा न हो उस संख्या को समीकरण के 
अनात्मक सूलों की कनिष्ठ सीमा कहते हैं| 


मान लो कि समीकरण का छोटा रूप बना लिया है । 
छोटे रूप से सर्वत्र ऐसा समभना कि सब से बड़े घात वाले 
अव्यक्त के गुणक से दोनों पत्तों में अपवत्तेन देकर उसका 
गुणख॒क एक के तुल्य कर रिया है ओर उसका रूप 


फू (य) ८ यॉ+प, ये १ +प. या रे +..--- + प. य 

-+ प.० ऐसा हे | इसमें य- रे पसा कल्पना कर एक नया 

समीकरण का रूप जिसमें सब पदोँ को रा इससे गुण और 
जब इसका भाग दे देने से 


बन मन प प १ 

रा र्स्ते +- *ै ..]... ७०२० ००० न न्टे र न्टे श्‌ £ इ . 
गा 003 पा ० अत 
- खेसा हुआ । इसमें मान लो कि पिछले प्रक्रमों की युक्तियाँ से 


. अ के धन मानों की प्रधान सीमा 'सी? हुई तो स्पष्ट हे कि 'सि? 
आर बड़ा नही हो सकता: इसलिये य 





दो सकता । इसलिये य के धन मानों की कनिष्ठ सीमा - यह 
ड्डुईं । 


मान लो कि ५६वें प्रकम की युक्ति से इस समीकरण में 
अधान सीमा जानना है तो ऋण गुणों में सब से बड़े गुणक 


को --7 कह तो इसकी प्रधान सीमा 





वह प्‌ प्‌ पथ | 
प्र पत्च 
इसलिये फ्‌ः (य) च्घ० इसमे कनिष्ठ सीमा ््य हल 
न प्त 


थह हुई । 


प् यह तभी ऋण हो सकता है जब प. से विरुद्ध चिन्ह 
हर न ह 


का प+ दो | इसलिये कनिष्ठ सीमा का संख्यात्मक हर सर्वदा 
 प अर्थात्‌ अंश से बड़ा होगा इसलिये इस पर से यह सिद्ध 
ड्ोता है कि कनिष्ठ सीमा स्वंदा एक से कम होगी | 
. पृदवें और ४८--५४४वें प्रक्रमाँ में प्धान सौमा जानने के 
लिये जो जो युक्तियाँ दिखलाई गई हैँ सब मेँ य को एक से 
बड़ा मोन लिया गया है इसलिये इन पर से भी स्पष्ट ही है 
ईके कनिष्ठ सीमा एक से स्वंदा छोटी रहेगी । 
जैसे इस अध्याय में" प्रधान सीमाओं को जानने के लिये 
साचयव संख्याओं म कुछ कुछ बढ़ा कर निरवयव कर खिया 
है उसी तरह इस कनिष्ठ सीमा में भी कुछ बढ़ा कर इसका 
मान सवंदा एक के तुल्य कहना चाहिए तब इस कनिष्ठ सीमा 


/१०७ समीकरख-मी मांसा 


जानने के लिये नया प्रक्रम व्यर्थ है क्‍यों कि ५६, ५८-५४ 
अक्रमों से पहले ही स्पष्ट है कि य का धन मान एक से अल्प 
नहीं होगा | 
.. टाड्हण्टर (7007पा7० ) साहब ने अपने अ्न्थ के &शवें 
अक्रम में जो उप यह कनिष्ठ सीमा का मान लिखा है वह जहाँ 
जहाँ य का मान रूप से अधिक होगा व्यर्थ है क्योंकि वहाँ 
स्पष्ठ हैं कि एक से अल्प य का धन मान होना अखम्भव है। 
जैसे यदि 

फृ (य) ८ ये + रेइय-+ र४ 5० | 

इसमें १६वें प्रक्रम से प्रधान सीमा २५ आई। फिर य क॑ 
स्थान में -_- इसका उत्थापन देने से और र* से गुण देने सटे 
ओर --२४ का भाग देने से 





आल 06 2 £ हम व. हज ब्ड ० 
-- २४ -- २४ --२४ 
इसमें प._ २४, ओर प्‌ -८२६। इसलिये कनिष्ठ 
मा ८८ वर आञआबव्यथ कि 
कल लक कक है क्यों वि 


य का धनमान समीकरण से स्पष्ट है कि एक से अधिक 
होगा | 
इसलिये फ (य) ये +प,य 7! +प,यत रे + “० 
+प+० इससे य के स्थान में १ उत्थापन देंकर सममक लो 
कि श्कप, +प३+ ****-- +प+ यह धन वा ऋण आता है 
यदि ऋण शआआवे तो व्यवद्दयार के लिये कनिष्ठ सीमा को 
. ३ आन लो । 


मुझों को सीमा .. श्०फू 


: - ६५--न्यूटन की रीलि--ज्यूटन ने प्रवान खोीमा 
जानने के लिये जो विधि लिखी है उसे नीचे लिखते हैँं:-- 
मान लो कि फू (प)> ० इसमें सीमा का ह्वान करना है ॥ 


य के स्थान में च+र का उत्थापन देकर इसका स्वरूप श्शके 
प्रक्रम से 


फू (च+र) ८ फ़्र (च)+र फ् (उ) + फू” (3) + --- 
“कं कि (च)० ऐसा हुआ। इसमें यदि फ (उ), 


फू (उ), फ” (च), --- ---फा (च) ये सब किसी धन च के मान 
में धन हॉँतो र के क्रिस घन मान में फू (च+र) यह घन ही 
“होगा | इसलिये फू (च+२)-८ ० ऐसा होना अखसस्मव होगा | 
इसलिये ऊपर का समीकरण ठीक तभी होगा जब र का मान 
ऋण होगा। परन्तु य -र२+च .. रज्य-च परन्तु र ऋर 
है इसलिये य, प से बड़ा नहीं हो सकता क्योंकि छेसा दोनें 
से र का मान धवत होगा जो यहाँ पर न होवा चाहिए । इस- 
लिये ऐसी स्थिति में च को य के घन मानों की प्रधान सीमह 
कहे गे। 
जैसे ६०वें प्रक्रम के इसरे उदाहर्र में 
| यों -श्यो -- शश्यर + नये +य- ७० 
प्यहों फू (च)>च*- शच* - ११चर +- रखो +- च-- ७० 
फ् (च)->श्चर -- २०चरन -- ३६चर॑े -- ४च+ १२ 
६ फू” (च)८१०चर - ३०चर --शशच+ २ 
4, फू” (च)- १०चर - २०च-- १३ 
है! ह। (च)>८ शभच -- ५ 


० द समीकरण -मीमांसा 


यहाँ सुभीते के लिये नीचे से विच्वार करना आरम्भ करो 

सो जब च- २ तो फू” (च) धन होता है। जब च> ३ तब 
/” (च) घन होता है। जब च-४ तत्र फ्‌” (च) धन होता 

है । जब च- ६ तब फ' (व) धन होता हैे। और जब चर ७ 
तब फू (च) भी घन होता है । इसलिये च के धन ७ मान में 
 आऋ (3) फ' (3)-----फ ” (उ) सब धन हुए इसलिये य के 
खनमानों की प्रधान सौमा ७ हुईं । यही दुख्वें प्रक्रम से भी 
सिद्ध हुई है । 

यहां जिस च के धन मे फू (च) यह धन आर गया उस चर 
के मान में फ्र' (35), फ़र” (च) इत्यादि धन आते ह कि नहीं 
ड्सकी परीक्षा करनी आवश्यकता नहीं, अरब वे सब आप ही 
अाय धन होंगे क्‍यों कि मानो कि च>अ तो नीचे से फू” (च) 
तक धन होते है तो च को कुछ बढ़ा कर अ+क के तुल्य 
करने से । 


पा (अ+क) पु! (अ) न+-क फ! (अ) नें फ्‌!! (अ) चु हब 


इसमें स्पश्ट हे कि दहिने पक्त में सब पद्‌ धन है; इसलिये 
णशऊक्ू/ (अ+क) यह भी घन हुआ | इसलिये जब नीचे से विचार 
करना आरस्म किया गया है तब स्पष्ट हे कि च के मान के 
बढ़ने से नीचे वाले आप दो धन होंगे। इसलिये यहाँ पर 
पफर परीक्षा करनी व्यर्थ है | 


सचचत्र जहां जहाँ अव्यक्त के ऋणमान की प्रधान सीमा 
आञाननी हो तो प्र७वे प्रक्रम से वहाँ वहाँ पर सहज में जान 








मूंलों की सौमा ह्‌०्ऊ 


जैसे ये - ज्य* - शश्यरे +श्यर + श्य + ४८- ० इसमें 


२७वे प्रक्रम की युक्तिसे य---र करने से 
र +७र२४-- १५५२३ - ३२९ + ४२ + ४८ ८ ० इसमें धन मानों 


का प्रधान सोमा ५९८व प्रक्रम से _.. +१५८४५॥ 
१-+-७- ४ 


अथवा २९-१श्र +धर+ ७२९ -- ३२९ -- ४८ 
के रा कप श्धर )+ श्श न-७( रे +ड्ेर या ) 


>र' (२-१५ )+ धर + ७९ रो ( २*-है )- ४5 | 


हि. 


इससे स्पष्ट है कि जब र-४ तो फ (२) घन होता है; इसलिये 


अनेक के धन मूलों की प्रधान सीमा पहिले से छोटी ४ ही 
हुई । 


ओर फ़ (२) में जब र- ० तब फ (२)- १+ ७- १५- 
के ४ - ४८: १२-- ६६८ -> ५४ इसलिये धन सूलों की कनिष्ठ 
सीमा +१ होगी | इसलिये फू (२)-० इसके ऋण सूलों की 
सीमा -४ और -१ हुई | 


६६---प्रधान सीमा जानने में बड़ी सावधानी चाहिए । 
समीकरण का साधारण रूप देख कर प्रधान सीमा जानने में 
कभी कभी धोखा हो जाने की सस्मावना होती है। 

जैसे यदि फू (4)-(य-५)' (य-२)-० ऐसा हो तो 
इस रूप से तो स्पष्ट है किय का घन मान ५ से श्रधिक नहीं 
दो सकता तथा धोखे से २ से भी अधिक नहीं कहा जा 
सकता । इसलिये धोखे से २ को भी प्रधान सीमा कह सकते 


शण्य समीकर ण-मीमांसा 


हो जो कि वस्तुतः कनिष्ठ सीमा है। यहाँ पर अपचित घात 
आम से गुणकर समीकरण का रूप बनाओ तो 


पा (य)>(य-५)९ (य--२)८(यरे - १०य+ २५)(य-- २) 
न्यर-- श्श्य + एश्य--५० ८ ० 


यहाँ ५६वें पक्रम से प्रधान सीमा ५१ और ५८वें प्रक्रम से 
भी ५१ आती है। यह तो बहुत भारी होने से ठीक ही है परन्तु 
प&वें प्रक्रम से जो नम + १३ यह प्रधान सीमाजो ग्राती 
है वद्द ठीक नहीं , द 
इसी प्रकार दूसरे (य-- ५) (य--४) (य- १) ० ० इस डदा- 
 हरण में सी देखने से प्रधान सौमा ५ है और यह भी स्पष्ट 
है कि १ से अधिक य के सब घन मानों में फू (य) घन होगा 
इसलिये यदि १ को प्रधान सीमा कहोगे तो ठीक नहीं होगा । 
इसी फ़ (य) को घात कर यर -- १०यर + २ध्य-- २० ऐसा 
बनाओ तो ए६वे, ५८वेँ, घरक्रम से प्रधान सीमा २१ यह ठोक 
आती है परन्तु ए८वँ से जो ३६+१५-२ आती है यह ठीक 
'नहीं । ' द 
यहाँ डेस्करार्टिसू की युक्ति से जानते हैँ कि अव्यक्त के 
सब मान घत है इसलिये १० सब मातोँ का योग होगा । तब 
स्पष्ट हे कि कोई घन मान १० से बड़ा न होगा इसलिये यहाँ 
१० को प्रधान सीमा कदद खकते है| इसी पक्तार पहिले उदा- 
हरण य* - श्श्यरे + ध्थ्य -५० इससेँ घधान सीमा १२ द्ोगी 
जो क्रम से २९ और «९ दोनों से छोटी है | इस प्रकार से और 
. छदाहरणों में मी समकना चाहिए । क्‍ 


सूलों की सीमा .. एण्ड 


६७---ज<द रपवें प्रक्रम के पवें प्रसिद्धार्थ से स्पष्ट है कि 

फू (य)> य +प,य *+ -..--- +यय ८5 ० इसमे >-प.. 
यह सब सूलों के योग के समान है ओर फू (-२)- ० में जो” 
जो र के घन मान आव गे वे य के ऋणमान होंगे इसलिये 
यदि फू (य)5० इसमें य के सब मान सस्भाव्य हो तो 
फू (-२)-० इसके धन सूल्नों की जो प्रधान सीमा हो उसे 
घन मूलों की संख्या से ग्रुण कर फ (य) के द्वितीय पद के 
विरुद्ध चिन्ह्ात्मक गुणक में जोड़ देने से जो योग होगा वह 
फूप (२) ० इसमें य के सब धन मानों के योग से बड़ा होगा ३ 
इसलिये योग को प्रधान सीमा कद सकते ह। | 





जैसे यर-०्य+३८० इसके सब मल सम्भाव्य हैः 
(४७वाँ प्रक्रम देखो ) इसलिये य के स्थान में -र का उत्थापन' 
देने से रै -- ७२-- ३२०० ऐसा समीकरण बना जिसका रूपा- 
नतर र (२ -- ७)-- ३०० पँसा कर खकते हो इससे स्पष्ट है 
कि यदि २०३ तो फ़ा (-र) यह सर्वेदा श्रन हंता हैं और. 
यहाँ धन मान एक ही है इसलिये र के धन मान की प्रधान. 
सीमा ३२ बई। इसे एक से ,गुण कर पफ्ा (ये) के य' के ग्रुणक 
शुन्य में जोड़ देने से फ (प)>० इसके घन मूलों की प्रधान 
सीमा ३२ हु ह 


दट--थदि फ (व) में य के स्थान से क्रम से 
अ और क ऐसी दो संख्याओ का डत्थापन दिया 
जाय जिंनके बीच फ (4)5० इसके सूलों की संख्या 
विषम हो तो फ (अ) और फ (क) ये दोने पिरुद्धा 


समीकरण-मीमांसा . 


के ३/७ 


चिन्ह के होंगे । यदि उनके बीच समीकरण का 
'कोई मूल न हो था सूलों की संख्या सम हो तो 
ये दोने एक चिन्ह के हेगे। 


फू (ब)> ० इस समीकरण के सब खसम्भादय मूल क्रम से 
आर, ., आर, , २; श्र मानों तो 


फ (ब)-(य-अ()(य - अर) (ब-अ३)---(- अ/ ) फा (य) 
'शेसा होगा । 








जहां फा (य), सब असस्भाव्य मान सम्बन्धी अबव्यक्त के 
'घक घात खण्ड के घातके तुल्य है और जो य के किसी सम्भाव्य 
आन में सवंदा धन ही रहता है क्योंकि किसी समीकरण 
जोड़े जोड़े अ्रसम्भाव्य मान सस्बन्धी अ्रव्यक्त के खराड रहेंगे. 
जिनके मान क्रम से 


व>अ->क./ १, य-अ+क,/ 5 ये दोते हँ ( रध्वाँ 
अक्रम देखो) और जिनके घात (य-श्र)* +क * ये सवदा य 
'के सम्भाव्य मान में धन ही होंते हैं। 


कल्पना करो कि अ और क दो संख्या हैं जिनमें क से 
अधिक अ है और त्र और क के बीच में फ (य)- ० इसके 
'सम्भाव्य मूल अ , , अ,,......अ॒ ये पड़े हैँ। 


अब य के स्थान में क्रम से अ और क का उत्थापन देने से 


फ (अ)-(अ-अ,) (अ-अ३२)--(अ-अत) फा (अ) 
(क) 5 (क-अ,) (क-अ२)-०“(क-अ6) फा 6) 





यहाँ स्पष्ट है कि (अ-अ,) (अ-अ३)----(च-अत) के 
खब खण्ड धन है ओर (क-अश्र ,) (कं-अ२)----(क-अ,) ये 
सब खण्ड ऋण हैं। ओर ऊपर की युक्ति से फा (अ) ऑऔंरू 
फ्य (क) ये दोनों सवंदा धन अथांत एक दी चिन्द के है! 
इसलिये फू (अ) ओर फ (क) ये दोनोँ क्रम से तभी एक यह 
विरुद्ध चिन्द्र के होते ह जब सम्भाव्य सूलों की अथररंत्‌ अ, , 
अं, , अ, ,..-अत इनकी संख्या सम या विषम होती है।.... 

६६--ऊपर की युक्ति की विल्लोम विधि से यह 
सिद्ध होता है कि यदि फू (ब) में य के स्थान 
उत्थापित जो दो संख्यायें विरुद्ध चिन्ह के फलोँ 
को उत्पन्न करती है तो उन संख्याओ के बीचछ 
फू (य)-० इसके सूलों की विषम संख्या पड़ी हैँ 
ओर यदि वे संख्याथें एक चिन्ह के फलों को 
डत्पन्न करती है तो उनके बीच था तो समीकरण्क 
का कोई खूल नहीं है या सूलाँ की सम संख्या 
पड़ी है। 

ऊपर अ को भी अ, , अ२,...अ० से छोटा मान लेने से वा 

क को श्र, , अ,,...श्रत से बड़ा मान लेने से यह स्पष्ट हे कि 
फू (अ) और फ (क) यदि एक ही चिन्ह के होॉँ तो सम्भव हैं 
कि अर और क के बीच फ़र (२)5० इसका कोई मूल न 
पड़ा हो | 

इस सिद्धान्त के अन्तर्गत १४वें प्रक्रम का सिद्धान्त हें 
इसलिये इसके बल्न से उस में की बात सिद्ध हो जाती हे। 





श्श२ समीकरख-मीमांसा 


. ७०--फ्र (4)-० इसके पास पास केजो दो . 
दो सम्भाव्य सूल होगे उनके बीच में फ (य)-० 
इसका एक एक सम्भाव्य मूल अवश्य होगा। 

मान तो कि पए[क्र पकखे न्‍्यूनअ,,अर२, अ,,......अ. 
सम्माव्य सूल ओर असस्भाव्य एक घात के खण्ड फो (य) जो. 


ब्वचदा के किसी सम्भाव्य मान में घन रहता हैं, फू (य) ८० 
इसमे ह तो क्‍ 


फ (य)- (य-अ२) (ब-अ२) (य-अ३ )-----( य-अ ) 
गा (य) और ५२वें प्रक्रम से मा 


+(य-अ,) (य-अ२) (य- अ३)--(य-अ 0) फा' (यु) 
इसमें य के स्थान में क्रम से अ, , अ, ,... ... आत का उत्था- 
गन देने से सब में (4-अ,) (य-अ,) (य- ,)----.. (य-अत 
थह तो उड़ जायगा । इसलिये फ॒' (अ,) उसी चिन्ह का होगा 
जिस चिन्ह का (अ,-अ, ) (अ, -अ, )-----. (अ, -अत 
है। इसी प्रकार (अ२-आअ,) (अर-अ, )------(अ, - अ,) यह: 
जिस चिन्ह का होगा उसी चिन्ह का फ' (अ> ) होगा । 
(अ३ “- अ २) (अ३ -- अ/)- ०८८: (अर -- त) यहे जिस चिन्द्र' 
का होगा उसी चिन्ह का फू (अ, ) होगा । इसी प्रकार आगे 
भी करने से स्पष्ट है कि फ्‌' (अ,) धन होगा क्यों कि इसके 


खराडों में एक ऋण है। इस प्रकार पहिला धन, दूसरा ऋण 
तीखरा धन इत्यादि एकान्तर विरुद्ध चिन्ह के हैं। इसलिये 
देव प्रक्रम सेअ,, अ२, अ३ “अत इत्यादि दो दो पास पास 
के सूलों के बीच फृ/! (4)-० इसके सूलों की विषम खंख्या 
पड़ी होगी। इसलिये श्र,, अ२३ अ२, अ३; अ३, भ्र,; इत्यादि 
दो दो पास पास के सूलों के बीच फू' (५)-० इसका एक 
. संभसाव्य सूल अवश्य होगा | 
६६---यदि फू (प)5 ० इसके श्र, सूल त वार, अ< मूल 
थ वार, अ३ मूल द वार इत्यादि आये और अखंभाव्य मूल 
सम्बन्धी घरडों के घात फा (य) दो तो 


फू (प)>(य-झ,)7 (य-शअर२)" (य-अ,) --फा (ये) 


( यहाँ भी अ,, अर, अ३-“ “क्रम से एक एक से न्यून 
मानो । ) 


यहाँ भी ५६व प्रक्रम से द 
फ्ा (4) ८ फों (य) । त (य-अ, )77* (य-अ,२) ...------ 
+थ(य-अ, )7* (य-अ२) 7१ (य-अ३) | 


कं य-अ३) एय-अ२) (य-अइ) ----फा' (ब) 


कल्पना करो कि फ (य) ओर फ' (ये) का अव्यक्तात्मक 
महत्तमापवत्तेन 


(य-अ५9) * (यनअ,) 7 (य--अ.)ई 7 ..- फू, (य) 
कर 


र्र्छ ... समीकरण-मीमांसा . 





.. तो ? (३) _ फता। (य-अ्र,) (य- अर.) --- -- 
गे कक का) [7 ४-४०) (४-४०) 


 क+थ (य बज अर) (य “अ३)- ३2 डर 323 डे द | 


+(य-अ,) (प-अ,) (य- अ३)-- फा' (3४) > कि (४) 
... पिछले प्रक्रम की युक्ति से अ, अर; अ२; ञ इत्यादि के 
बीच फि (य)>० इसके सूला की विषम खंख्या पड़ी होगी 
ओर फ' (4)-फ, (ये) फि (प) इसमें अव्यक्त के जिस जिस 
मान में फ़्रि (य) शल्य के तुल्य होगा उस उस मान में फू ' (य) 
सभी शूत्य के तुल्य होगा; इसलिये यहां भी फ (य) 5० इसके 
दो दो पाख पास के सूलों के बीच फ्‌ू' (.)-० इसके एक 
एक सूल अवश्य दंगे, यह खिद्ध होता है। रा 

(७०---ऊपर की युक्ति की विपरीत क्रिया से यह भी सिद्ध 
दोता है कि फ' (प)5० इसके दो दो पास पास के सूलों के 
बीच फू (4)5० इसका एक ही सूल पड़ सकता है । अधिक 
सूल नहीं पड़ सकते क्योंकि कल्पना करो कि यदि फृ' (ब)>७० 
इसके दो पास के जो अ,, अ२ मूल हैं उनके भीतर फू (२)>० 
इसके दो सूल क, ओर क, पड़ते हैं तो अब द८्वें और ८४वां 

भक्रमों की युक्ति से कम से कम फ/ ()5० इसका एक सूल 

 क, और क२ के बीच में अ पड़ेगा इसलियें दो दो पास के 
घूल अ,, अ, अ, ये हुए जो पूर्वा कल्पित धर्म से विरुद्ध हैं 
इसलिये अ, , अर के बीच फू (4)> ० इसका एक ही सूत्र हो 
सकता है, अधिक नहीं हो सकता । 

अलुसान-- (य)5० इसका खब से बड़ा जो मूल् 
आवेगा' उससे बड़ा .फ (५)>० इसका कोई एक्क ही सूल 


. सूलों की सीमा डक 


होगा। क्‍योंकि यदि दो बड़े मूल हो तो ऊपर की युक्ति से 
' इन दोनों के बीच फ' (()-० इसका पक छूल होगा जो 
पहिले कल्पित सब से बड़े मूल से भी बड़ा होगा जो पूर्व. 
कल्पना से असम्सव है। 
._ इसी घकार फू (२)5० इसका सब खे छोटा जो मूत्य 
होगा डससे छोटा फू (५)>० इसका एक ही कोई मूल हो 
सकता है। । ्ि 
. ७(१--यदि फ्र ()5-० इस न घात वाले समीकरण के 
सस्भाव्य छूल म हो तो ऊपर की युक्ति खे फ' (य)- ० इसके 
कसम से कम म-१ संभाव्य मूल होंगे। फू” (य4)- ० इसके 
कम से कम म- २ संभाव्य सूल होंगे। इसी तरह फूः (य)> ० 
इसके कम से कम म-त संभसाव्य सूल होंगे । इसलिये 
फ (ब)5० इसके यदि आ असंभव सूल हो तो फट (य)-> ० 
इसके भी कम से कम भरा असम्भव सूल होंगे। यदि आ से 
भी कम असस्मव सूल मानों तो फू (ब)>० इसके न- आ 
इससे अधिक संभाव्य मूत्र होंगे और ऊपर की युक्ति से 
फू (य)-० इसके न-त-आ इससे अधिक संभाव्य सूल 
होंगे। इसलिये सब सूत्र न-त-आ्रा+आन्‍ूः्न-ब्र इससे 
अधिक आवगे । परन्तु फ' (य), फृ” (य) इत्यादि के आनयन 
से स्पष्ट है कि फृ (4)-० यह न-त घात का होगा इसलिये 
सब सान न- त से अधिक न होने चाहिए । इसलिये पहली 
बात असस्भव है। तब सिद्ध हुआ कि फू (ब)- ० इसके कम _ 
से कम आ असस्मव घुल होंगे।.... 
.. ७२-- १४वें प्रक्रम से यदि फू (4) का न--त- १ खंख्यक 
उत्पन्न फल निकाले ओर उसे शून्य के तुल्य करे तो 


कै ॥ थे  इत) +पत- १ ये (न-त-+- १) 
क्‍ ] 


खसमोकरखण-प्रीमांसा 





नगर +पत्य(न-त) ! 


. क#पत+ ३ (न->त-१) !>० ऐसा होगा । इसमें य के 


0// 


स्थान में (का उत्थापन देने से, र7+* से गुण देने से और 


पत+३ (न-त- ९१ ) इससे भाग देने से 


न 


0 (न- त) पत क्त 


पत+ २ 
नल 8) व व तिदत हक पर 5 
है.) पत+२ शा 
इसके यदि सब सूल संभाव्य होगे तो सूलों का वर्गयोग 
इआच श्य धन होगा | इसलिये ३७व प्रक्रम से 


3 मा कि कु; > (न-त+ १) (न-- त)_त क 


*पत्‌ त+१९ 


नम तक रे)पत २ पुर त+१)पत २ पत+ 


वा पद > १८-५५ १८. २ 


इसलिये यदि पास पास के कोई तीन पदों के शुणक में 
मध्य का वर्ग आदि और अन्त के घात से अल्प हो तो अवश्य 
कहेंगे कि फ्ृ।-त+१ (य)- ० इसका कम से कम एक जोडा 
असस्समव सूल होगा। इसलिये ७१वें प्रक्रम से फ्र(य)-८० 
इसका भी कम से कम एक जोड़ा असमस्मव मूल अवश्य 


होगा | 


मूलो की सीमा श्श्कः 


: ७३--फ (घ)-० इसके जितने सम्माव्य सूल- 
हैं यदि वे विदित हों तो फ(ब)-० इसके जिलने 
सम्भाव्य सूल होंगे उनकी संख्यां मालूम हो 
जायगी। द 

कल्पना करो कि फृ/ (१)-८ ० इसके सम्साव्य सूल ऋम से 
एक से एक अधिक अ,, अ२, अ३,---- अत हैं तो फ (य) में 
य के स्थान में “० अ,, अ. ***** अआत्ना ०0 ८ ० 

इनका क्रम से डत्थापन देने से कोई दो पास के फल 
घिरुद्ध चिन्ह के होंगे तो १६वं और ७०वें प्रकर्मों से य के उन 
दो मानों के भीतर फू (य)- ० इसका एक सूल अवश्य होगा ॥ 
इसलिये फ (य) में य के स्थान में ऊपर लिखे हुए मार्नों का- 
क्रम से उत्थापन देने से जो श्रेढ़ी प्राप्त होगी उसमें जितने 
व्यत्यास होगे उतने ही फू (५)७० इसके सम्भाव्य मूल 
आव गे । क्‍ द 

यदि ऊपर लिखित य के किसी मान के डत्थापन देने रहे 
फ्‌ (य) यह शुत्य के तुल्य हो तो स्पष्ट है कि फू (ब)>० 
इसके कई सूल समान हैं जो ५६व प्रक्म से व्यक्त हो जायंगे॥ 
'. जैसे यद्द जानना चाहते हैं कि किस स्थिति में 

' यरे -तशय+त३ 5८० इस समीकरण के सब सूल सम्साव्य 
होगे जब यह श्ञात है कि तर धन सम्साव्य संख्या है । 

यहां फ (य)> श्यँं-तश इसलिये फू (4)>० इखका 


क्‍ है जि तति 
एम सूल 5 + / ३ +अ | दूसरा>- , /_ 5अ३ | इस 





अकार खे फ' (ब)> ० इसके दोनों सूल सम्भाव्य हुए ३ 


॥. «५ 3) | ॥ 
7 
* क्र 
व्वीं 


श्श्् . समीकरण-मीमांसा 
डे फ्‌(य) में य के स्थान में इन दोनों सूलों का उत्थापन 
नेसे ह् है 


जा ते है तर 

श फ (अ,) पद (पे 2 कल (३) ऊते३ 

हा है कं 
--*(१)+८ 


हु प्ूू (अ३) -(उ) +त ( रत 
द न्ल्रे (श) पंत, द | । 
. अब यदि त३ > २ (3) चा (5) (२३) 


थदि त३ धन हो तो फू (अ,) ओर फ (अर) दोनों घन हुए 
इसलिये 
फ (-- ०० ) फ् (अ, ), फ् (अ( ) फ (--०० ) 
है हल हा ,. औआक...  + क्‍ 
- यहां एक ही व्यत्यास हुआ इसलिये फ़ (२)->० इसका 
एक ही सम्भाव्य सूल होगा । 


. यदि त३ ऋण और (२) > (+)' तो फ (तअ,) 
और फ (अ.) दोनों ऋण होंगे तब क्‍ 

- फऋ(-०) फ (अ२), फ (अ,), फ (+ ००) 

हि न न | 
. यहाँ भी एक ही व्यत्यास डुआ इसलिये फू (य)८० 
इसका पक ही सम्भाव्य सूल होगा जो अ, से बड़ा द्ोगा | 


मूलों की सीमा श्श्डट 


.. पुनः कल्पना करो कि (३) हर (३) रे तो चाहे त५ 
घन वा ऋण हो फू (अ,) ऋण और फू (अ,) घन होगा। 
इस लिये 


फ्‌ (-०), फ (ञअ,), फ (अ,), फ (+०) 


क्‍ यहाँ तीन व्यत्यास हुए इसलिये फू (य)८ ० इसके तीन 
सूल सभाव्य हुए | 


७४-प्रत्थेक व्यत्यास में फ (य)5० इसका _ 
एक ही मूल होगा । 

५ पना करो कि फू (य)5८5० इसके धन सूलों की प्रधान 
. सीमा अ और ऋण मूलों की प्रधान सीमा -क है और कोई 
दो मूलां का अन्तर ज से छोटा नहीं है तो फू (य) में य के 
स्थान म॑ अ, अ-- ज, अ - रेज, -+- *+* 

अ-(त-- १)ज, अ- त ज ( जहाँ अ - (त- १)ज यह -क 
से बड़ी ओर अ-त ज छोटी है ) इत्यादि का उत्थापन देने से 
फ (य) के जो अनेक मान आवंगे उनमें जिन दो दो मानों के 
बीच व्यत्यास होगा य के उन दो मानों के बीच फू (य)८० 
इसका एक मूल अवश्य होगा क्योंकि यदि मान लो कि य के 
स्थान में, अ-श्ज ओर अ-रेज के उत्थापन से फ॒ (य) में 
व्यत्यास हुआ तो फ्‌ (प)-० इसका एक ही कोई सूल 
अ--२रज ओर अ- श्ज इनके भीतर होगा। यदि मानो कि 
अ> रज और अ-रशेज इनके भीतरः दो होगे तो उनका अन्तर 
अ-- रज ओर अ- शेज इनके अन्तर ज से छोटा होगा | परन्तु 


१२७० समीकरण-मोमाखा 


ज को तो सब अन्‍्तररों से छोटा पहिले मान लिया है इसलिये 
दो मूल्ों का अन्तर ज से भी छोटा होना असस्मव है। इस- 
लिये एक एक व्यत्यास में फ (य)5० इसका एक हो 
मूल होगा | 
जैसे यर - शेयर -- श्य + १३८० इस पर से ४९वें प्रक्रम के 
दूसरे उदाहरण से फू (4)-० इसके सूलों के अन्तर वर्ग के 
खमान जिस समीकरण के मूल है उसका स्वरूप - 
. रौ]-४२२९ + ४४१५२९--४६ ८०० ऐसा होगा।. इसमें यदि 


र२- -- तो 


४ध्लर -ह४४१लरे -- ४ रेल -- १५ ५5 ० 
वा ४६&लर (ल-६)+४२(ल- छठ) ता ० । 
: - इसमें प्रधान सीमा £ आई। इसलिये र की कनिष्ठ सीमा 
इंडई। हा . 

फ (4)5० इसके कोई दो सूलों का अन्तर ५८हूल्ई 
इससे छोटा न होगा और फर (य)> ० इसके धनात्मक सूलों 
की प्रधान स्रीमा ५६वें प्रकम से ४+१५-४५ होगी और ५७वें 
पक्रम से ऋण सूलों की सीमा -(१५+५४)- -३ यह होगी। 
इसलिये य के स्थान में «, ५-३, ५-३, ५-१, ४ न 33४२४ 
इत्यादि के उत्थापन से जो फू (य) के अनेक मान आवेंगे 
उनसे स्पष्ट जान पड़ेगा कि ३ और २३, २३ और २६, और 
“९ और -र२६ इनके बीच फ (य)-८० इसका एक एक 
मूत्र पड़ाइआ है।... का 
“ पक३े--स अ्क्रम में पिछले ३४८ व्याप्ति के त्िये 





सूलों की सीमा | १२१ 


(१)य*-प्य' +य+२८०० इसके घन मल्लो की प्रधान 
सीमा बतल्ाओ। 

यहा ५६वं प्रक्रम से, सब से बड़े ऋशात्मरू गुणक की 
संख्या ८ है । इसलिये प्रधान सीमा ८+१०६ हुई | पय्वें 
अक्रम से भी यही आती है। ः 

(२) यॉफकय'+यरै- (श्य+ ५5० इसके धनात्मऋ 
सूत्रों की प्रधान सीमा क्या होगा । 

यहां ४६वें प्रक्रम से प्रधान सीमा ११+१५७०१२ और 
पथ प्रक्रम से 


१+ (१ १) ३ यह अर्थात्‌ » हुई जो पहले से छोटी है ॥ 


११ 
१+१+१ 
प्रधान सीमा आती है जो १२ से छोटी है । 


' यहां प्रश्वें प्रक्रम से +१ यह श्रथांत्‌ ५ भो 


(३)य० +श्य * - श्यन + धय*-- श०्य रे - श्श्य रे + ७छय - ६-० 
'इसके धनात्मक मूलों की प्रधान सीमा क्‍या है | 


यहां ५६व प्रक्रम से १३, और ५६वें प्रक्रम से 


न मम इन भिन्नो 
कण ३+घ+र +णशन+6ह रै+श+दन-७ 


में खब से बड़ा तीसरा है इसलिये प्रधान सीमा २ हुई जो 
१३ से छोटी है। ॥॒ 


. ६४ ) य*४- श्यर + रेश्य* -- श्य + १६८० इसके रूपलतर 
से धन मूलों की प्रधान सीमा का पता त्वगाओ । 


श्र्र .. सर्मीकर ण-मीमांसा 


यहां इसका रुपान्तर क्‍ 
ये -श्यर +६॥य' + रप्य रे -- रेय+ १६ ८० 
वा यप(यर --श्य + ६) + रे८्य (य-इौर)+- १६ ८८० 
यहाँ य* - श्य+ ६०० इसके असम्भव सूल शआाते हैं # 
इसलिये यह ६८२१वं प्रक्रम से य के किसी सम्भाव्य भान में घन 
ही होगा तब दूसरे खरड पर से प्रधान सीमा १ हुई 
(५) श्य” -घ्य * - श्श्यरै - ररेयो - श्ण्य - ३११८० 
रूपान्‍्तर कर इसके धनात्मक सूतल्नों की प्रधान सीमा, 
बतलाओ । 


.. यहां श्य* का पाँच विभाग कर प्रत्येक ऋण पद्‌ में मित्रा 
कर समान गुणकोी के अलगाने से रूपान्तर 
यश(य--८) +यर(य --११)+य * (य -- २३) +य(य* - १०) 
द न- (यम “>रे११)७०० : 
इस पर से प्रधान सीमा ८ हुई | 
(६)य* -यरे - श्यर - श्य-२३८० इसके रूपान्तर से” 
. घनात्मक सूलों की प्रधान सीमा क्‍या है। 


यहाँ ४ पद्‌ ऋण हैं ओर सब से बड़ा य का घात भो ४५ ही 

है इसलिये दोनों पत्तों को ४ से गुण कर ध्य* का चार भाग 
कर चारो ऋण पदों मे मिलाने से रूपान्तर क्‍ 
ग्रय-४)+यर(यर -> १२)+य[यर -- २०) + (य* -- &२)७० 


:. इसके धनात्मक मसूलो की प्रधान सीमा ४ हुई जो ओर 
दूसरे प्रकारों से आई हुई सीमाओं.से छोटो है । सो 


क्‍ सूलों की सीमा. श्र्रे 
. (७ ) न्यूटन की रीति से द 
फू (य)->य* - स्यर - श्यर - श्श्य-३८5० इसके घन -: 
मूलों की प्रधान सीमा क्या है। द 
धरेव प्रक्रम से, यहां फू (ये]-य* - स्यरे -- रेय रे - १४थ - के 
फा (य) ८ श्यर* -- ध्य रे - €्य-- १५ 
| % (य)- श्यर - ध्य--३े 
9 पृ (य)- श्य-२ 
. यहां य८१ तो फू” (ये) धन; य>२ तो फ” (य) चंन; 
यर>-३े तो फू! (य) धन और य>४ तो फू (ये) धन होता हे 
इसलिये धन मृलो की प्रधान सीमा ४ हुई । 
(८& ) ये - पयरे + श्य+ ४८८ ० इसके घन मूलों की 
अधान सीमा क्या होगी । 
यहां य का चाहे शुन्य से लेकर जो घन मान मानों खब में 
फू (य) घन ही होता है इसलिये घन सूलों की प्रधान सीमा 
यदि शून्य को कहे तो अशुद्ध है । ५६वें पक्रम से यहां ८+ १८६ 
प्रधान सीमा ठीक है | यही ५४वें प्रक्रम से भी आती है। ६७व 
प्रक्रमम की युक्ति से यहाँ १5 - र का उत्थापन देने से 
. शरै+> झरत + ४एर२--शघस् ८ ० 
वा र (रो +मझर+ ४२) -- ४८८० 


यहां यदि २०२ तो फ् (र) शुन््य के तुल्य होता है ओर 
यदि र दो से अधिक हो तो फ (२) धन होता है। इसलिये" 


१२७ समीकरण-मी मांसा 


य॑ के ऋणमान की सीमा २ हुई। इसे फ् (य) के य' के विप 
'रीत चिन्द्र गुणक में श्रर्थात्‌ ८ में घटा देने से प्रधान सीमा 
६ हुई । 

( & ) लिद्ध करो कि यो --न श्र य +(न--१)क 5८ ० इसके 

सम्मव मूल कब ओर किख स्थिति में आवंगे | *- 

यहां फृ' (य)>न य१-न अ८० .. यल्‍्झ 7 >झअ/ . 

यदि न सम हो । 

इसलिये फू/ (य) में य का एक द्वी सम्माव्य मान निकला। 
इसका उत्थापन फ (य) में देने से 
न न 


पा फ् (य)ल्अ हे 525 के न १्)क 





न्‍ --(न- १) अ +(न- १) क ८० द 

इसलिये यदि अ < कन-? तो फू (य) का मान घन दोया. 

ओर यदि अगर > के * तो फ्‌ (+) ऋण होगा। अब न के 
सम द्ोने से ७३व प्रक्रम से है 
(--०) फ (ञ,), फ (+०) ह 

+- न +. पहिली स्थिति में । 

हन | -- + . दूसरी स्थिति में । 
इसलिये यदि अ" < कर श्तो फू (()5० इसका कोई 
सस्माव्य मूल न दोगा ओर यदि अ्र| > कत-* तो दो सम्भाव्य 





स्लो डे 


. इसी प्रकार पे न के विषम होने से यदि भर > क** तो 
फू (य)- ० इसके तीन ओर यदि अर < कन-* तो एक: 
सम्भाव्य सूल होंगा । | ३ 9 

. (१० ) या (य-- १)” ८० स्पष्ट हे कि इसके सब सूल 
 समस्भाव्य हैं जिनमें न शून्य के ओर +१ के समान है। अब 
इसके न वारोत्पन्न फल पर से दिखलाओ कि 

_न(न-२१) न(न- ३१) 

१-२ रन ( र्न- १३ ) 
इसके सब सस्मभाव्य सूत्र ० और १ के बीच में पड़े हैं । 
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न 
श्े _न-त.य* 4- 
श्न 


यहां ११वें प्रक्रम में स्का का गुणक है उसमें न के स्थान 

. में सन का और त के स्थान में न का उत्थापन देने से ओर 

- फ (य)-यन (य-१)१ इसका रूप हिखुक्‌ पद्‌ सिद्धान्त से 

फेलाने से स्पष्ट है कि ऊपर का समीकरण फर (य)- ० यह 

हैं और ७१वें प्रक्रम से इसके सब सस्माव्य सूल ० ओर १ के 

बीच में होंगे क्योंकि फ् (प)5० इसके सब सस्भाव्य सूल 

. ०» और १ के बीच में हैं | इसलिये फृ/ (य)-० इसके भी सब 

सम्भाव्य मूल ० और १ के बीच में होगे। फिर इसके 

प्रथमोत्पन्न फल फ” (य)5० इसके भी सम्भठ्य मूल ऊपर 

ही की युक्ति से ० और १ के बीच में होंगे। इसी प्रकार आगे 

भी क्रिया करते जाओ तो स्पष्ट हो जायगा कि एफ" (य)८ ० 
इसके भी सव सस्भाव्य सूल ० और १ के बीच में होगे। 

अभ्यास के लिये प्रश्न 
(१) य* - श्य” + स्यश्+ श्श्यर- श०्यपे +- २८० इलके.- 
धन और ऋण मूल्तों की प्रधान सीमाओं को बताओ । 


२६ .. समीकर ण-मीमांसा 
६२) यरई -- स्य रै +- श्श्य + ध्य -- ३१ ८ ० इश्सका इश्स 
धकार से रूपान्तर करो कि धन मूलों की प्रधान सीमा ६ हो। _ 
(३) सिद्ध करो कि य* +श्य*--र०्यरे - श्ध्य +- २८० 
इसका एक धन सूल २ ओर ३ के बीच होगा और कोई घन 
मूल ३ से बड़ा न होगा। एक ऋण सूल --५ और -४ के 
होगा और कोई ऋण सूल --५ से अल्प न होगा। 


. (४) न्यूटन की रीति से नीचे लिखे हुए समीकरणों के 
सूलों की सीमाओं का ज्ञान करों:-- 

(१ ) य*- र्यरे + ध्य पे +- छय-- १० ८०। 

(२) य* - एयर +श्य--२८००। 

(३ ) य* - स्यर + श्यरे +- ग्य--५८०। 

(४3 ) ये--ध्यर -- श्ण्यरें-- १६८० ! 

(४५ ) या - श्यरे + रय रे | य -- ३८ ७। 

(दै) य*- ज्यर + ये ३८ ०। 

(४) नीचे लिखे हुए समीकरण के सम्भाव्य सूलों की. 

संख्या ओर स्थिति को बतलाओः-- 
द ( १) यर- श्श्य+- १७५८० । 

(२) य*- शेस्य ; २०८5० । 

( ३) यरै -- एधय+ ३८० । 

(8७). श्यरै +श्यरे -“श्श्य+२८७०। 

(५ )-य" --अटं यर+क*९ ८० द 

(६) यरन-प यरे+ त ८ ०। 


सलो की सीमा... १२७ 


(६) यदि फू (4)-(यर--१)१ - ० तो दिखलाओ कि 
_ 4 _*(न- १) पु 
अल रन (रन - १) क्‍ 
आल बट) नि 8) लि 
३! रसन(र्न-१२)(रन-३)(श्न-३२) 
इसके सब सम्भाव्य सूल --१ ओर ९१ के बीच में होगे । 
. (७ ) यदि त, थ, द इन तीनो में से कोई दो शून्य के तुल्य 
हो तो सिद्ध करो कि 
(य- अर) (य--क) (य- ण)- तर (य-अ)-थरे (य--क) 
ह दे (य- ग) -- २ तथूद्‌ू८० 
इस समीकरण के सब सूल सस्भमाव्य होगे । 
(८) यदि फू (य)->य (१-य)7->० तो इस पर से 
खिद्ध करो कि 


शत ३. 


नन+१५ न (न-ह) (॥+१) (न+ २) , 
39% 2056  आाआछ  काषओ, 


सन्‍ूूाक कक ३ कर के को अजाक; कक 
इसके सब मूल ० और १ के बीच में होंगे । 


(&) फू (य)८प&य +प.र्योा-* +परपरतारे + ---०--०-- 
+य-त+>० इसमें यदि पदों के खब संख्यात्मक गुणको से 





प बड़ा हो और त धनात्मक हो परन्तु इससे छोटा हो 


२+४ध्त 

तो अव्यक्त का एक घन सस्मसाव्य मान रत से अल्प होगा। 
(१०) श्यन +प्यर - €्यपे - रश्य+-त > ० इसमें यदि - ८ 

से छोटा और -१३ से बड़ा त हो तो समीकरण के चार 





श्श्द ब्मीकरणा-मीमांसा 


समस्‍्साव्य घूल, यदि्‌ -८ से बड़ा ओर १६ से छोटा त हो तो 
दो खम्भाव्य सूल ओर यदि १६ से बड़ात दो तो कोई 
सम्माव्य मूल न होगा | क्‍ 


७-समीकरणों का लघूकरण 
७६९---समीकरण के किसी दो घूलों में किसी प्रकार के 
ज्ञात सम्बन्ध से अल्प घात के नये समौकरणं द्वारा उन दोनों 
सूलों के जानने को रीति का समीकरण का लघूकरण 
कहते हैं । 
. दिए हुए किसी समीकरण के दो सूलों में पर- 
सपर सम्बन्ध का जानते हो तो उस संबन्ध से 
अल्प घात का एक नया समीकरण बना सकते हो 
जिसका एक सूल दिए हुए समीकरण के एक सूल 
के समान होगा । क्‍ 
जैसे फू (य)-प८०य +प ये! + --- +परन्‍-० इसके यदि 


दो सूल्त अ, और अ. हैं ओर इनमें अ, 5 फा (अ,) इस प्रकार 
का खंबन्ध है तो अ, के स्थान में य का उत्थापन देने से 


फ[फा (७) 5१० फा (४) 
+प, | फ्पा (य) | 2... “पतन 


समीकंरणों का लघूकरण श्श्छ 


यदि फ | फा (३) | इसको फि (व) कहें तो य के स्थान में 
अ( का उत्थापन देने से ः 





फि(+,)>फ | फा (अ.) | >फ (७२३) -० क्योंकि 


अव्यक्त का अ> यह एक मान है | इस लिये फि (य) ० और 
क्‍ फ्द् (य) घ्55 ह । । 


इनके सूत्रों में अ, यह एक सूल उभयनिष्ठ हुआ और 
फ (य) ओर फि (०) का महत्तमापत्तेन अवश्य अव्यक्तात्मक 
निकलेगा जिसे शून्य के समान करने से अर £ यह व्यक्त हो 
जायगा। यदि महत्तमापवत्तन में अव्यक्त के बर्मादि रहें तो 
अ( इसके दो तीन इत्यादि मान आवंगे। फिर अर, के मान रे 
ओर अ२ >फा (अ,) इस संबन्ध से अर २ का भी ज्ञान हो 
जायगा | द | 


इस धकार फू (4)>० इसके दो सूत्र अ, और तर, ज्ञात 
हो गए। तब (य4-अ,) (प-अ२) इससे फू (य)-० में साझ 
का मत पर भय मिलेगी ८5८ र्थां 
देने से छव्धि दो घात कम और निःशेष मिलैगी अर्थात्‌ यदि 
फ (य)८० यह न घात का समीकरण होगा तो त्त्धि न--त 
थघात का समीकरण होगी । इस प्रकार दो सूलों के सम्बन्ध से 
दिए हुए समीकरण से दो अल्प घात का पक नया समीकरण 
- बन जायगा ! 


उदाहरणु--(१) ह (य) ८यर - श्य रे -- श्य + २० ८० इसके 
दो सूल ऐसे हैं जिनका अन्तर ३ होता है. तो खब मूलों के 
बतलाओ | 
& 
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यहां जिन दो सूलों का अन्तर दे है. यदि उनको अ और 
अर मान ले तो 
आअ> ८अ, +३ ८ फया (अ,) इस लिये ऊपर के समीकरण 
में य+३ का उत्थापन देने से का 
(ये) ८ (य+ ३) --४५(य+ ३) -- ४(य+ ३) + ३० 
न्‍्यर +ध्यरे + रणज्य +-२७- श्य -- ३२०य-- ४४ 
द है ु आा 5 कल 26 ॥ 0 22 
रू ये + श्यर - छय-- १० ः 
(ये) और पफ्ि (य) का महृत्तमापवत्तन य-९ हुआ। 
इसे शून्य के तुल्‍्य करने से य अर्थात्‌ 8, 5 २ हुआ । इसका 
डउत्थापन अ, में देने से अ, 5>अ(+३े > ४ हुआ । फिर (य-२) 
ईय-४५) इसका भाग पट (ये में देने से खब्धि >य+ २० ० इस 
लिये य का तीसरा मान- ९ हुआ 
(२) फू (य]जय० -श्यर + श्श्यरे -- १श्य + ६०5० इसके 
दो सूल अ, और अ२ कै बीच रअ२+ रेअ३ 5७ सम्बन्ध है तो 
सब सूलों को बताओ । 





यहाँ सम्बन्ध समीकरण से अ३ ८ ला उ फा (अ,) 
ऐेसा हुआ इसलिये पफ्ा (य) में फाा ()८----- इसका 


डत्थापन देने से, हर को समच्छेद्‌ कर उड़ा देने से और ६ का 
भाग देने से । द 
फ्वि (य) ८ ध्य१ - श्थ्य + १३८य -- १रे८य + ४४ 


समीकरण का लघूकरण १३१ 


फू (ए) और फि (य) का मदत्तमापवत्तेन प्र--१ हुआ | 
इसे शून्य के तुल्य करने से श्र, 5 १ । इसका उत्थापन अ, में 
देने से अ, 5 २। फिर फ (य) में (4-१) (य- २) का भाग 
देकर लब्धि को शून्य के समान करने से और दो सूल 
१+ ५८ 5, १०६८ “३ थे आते है। द 
' ७३--यदि फू (२)5० इसके अ,, अ,, अर, इन तीन 
'सुला में मे ५ ड 
अजञ, +केअ, + राग ऋलधघ : विस 
ऐसा सम्बन्ध हो तो यहां सम्बन्ध समीकरण से. 
का घ>्अञ्,-क अ, द ह 
| ' गा क्‍ गा । द 
* फिर उत्थापन से फू (त,)>०, फ (अ२)-०, 
््ि मा ्््ड्ख्ज हर 
फ (नम आ) «- 


ऐसे तीन समीकरण होंगे। अन्त के दो समीकरण से 
अ३ की दो उन्मितिओं पर से एक... 
.. फो (अ,)5० ऐसा समीकरण बनेगा। इसमें अ, के 
: स्थान में य का उत्थापन देने से फू (५)- ० और फ (य)- ० 
इनके सूलो में से एक सूल् अ; उभयनिष्ठ होगा जो महत्तमा- 
पवततन ही युक्ति से सहज में व्यक्त हो जायगा | न 
. छंट--समीकरण के मूलों ओर पदों के जो सम्बन्ध २५वें 
अक्रम में लिखे हैं उनके बल से भी जिस समीकरण के मूल्ों के 
परस्पर सम्बन्ध दिए दो उन सूत्रों को सहज में निकाल सकते 
में । जैसे उदाहरण--( १) यर- क्ष्यर + १श्य-- ६ + ० 


श्ड्र . समीकरण-मीमांसा _ 


यदि इसके सूल अ,,अ२ और अ, हो और उनमें 
शञ , +रेअ२ क धअ३ ० ऐसा सम्बन्ध हो तो उन मूलों को 

व्यक्त करो | 
. यहां खरे प्र॒म से अशक्अश्कआइन रिलडन+- (१) 
ः रआ३ कं रेअ३ +॑ ४अ३ ८ 


। 
। 
० 
४ 
८5 
/थँ 
पशु 


| 
4 


(१) का दुना (२) में घटा देने से अर + रेआ३ 
« अर +८> रेअ३ न हीं (अं, ) 
फ् (ये) में ८- *२य का उत्थापन देने से 
फि (य)> (८ - श्य)९ - ६ (८- श्य) रे + ११ (८- श्य)- ६ 
#णघ१२-रेमणय+- ६६य - ये -- श८४ + १६ श्य , 
क्‍ द - श्श्यरे + झ८ - श्व्य - ६ 
क २१०- सश्णय+ छरप - ८यरे ८ ० 
-२ का अपवत्तेन देने से 
फ्ि (ये) > ध्य -रेध्य' + १०७ य- १०५ 
फू (य) ओर फि (य) का महत्तमापवत्तन यहां य-३ 
आता हे। क्‍ 9 
.. इसलिये अ, ८ ३, अ, +८-- स्अ २२, तब अ, ८१५. 
( २) फू (ब)5 ० इसके दो दो मूलों का योग २ त अर्थात्‌ 


यदि एक जोड़े सूल अ,, अर हो तो भर, +अ२ ८ रत, है तो 
सूलों को बताओ | 


यहा:अ, > र्त -अ, वा अ, ८ रत -- अ 


समीक़रणों का लघूकरण १३३ 


इसलिये फू (२)- ० और फ़् (स्त--य) 5 ० । परन्तु यहां 
दोनों फल एक रूप हो जाय॑ंगे | क्योंकि फू (अ,)>० 
हे फू (रत--अ., ) और । 


फू (अर): ०८ फ् (रत-अ, ) 


. इसलिये दोनों फल में उभयनिष्ठ मूल अ,, अ; हैं । 

इसी प्रकार प्रत्येक जोड़ा सूल दोनों फलो में आवंगे। इस 
लिये दोनो फल एक रूप के होंगे । अब यहां महत्तमापवत्तन 
की युक्ति से मूत्र नहीं निकल सकते क्योंकि दोनों फल्न का 
महत्तमांपवत्तव फ,(य) यही हुआ । तब जान पड़ा कि 
फुट: (य)-० यह जितने घात का समीकरण होगा उतने ही 
घात का समीकरण महत्तमापवत्तन की विधि से भी बना 
जिसके सूल जानने में कुछ भी सुगमता न पड़ेगी । 


इसलिये यहां कल्पना करो कि है... 


अ, -अ/ ८ रेल , । 
«»- अ, ज्त+ल। 
अ ऊंअ२ | रेत 


... इसका उत्थापन फ् (अ,) ० में देने से फू (त+ल) ८० 
ऐसा होगा | अरब इस पर से ल का मान जानने से तत्सम्बन्धी 
अ, और अ> आ जायंगे। जब जानते हैं कि फ (य) 5 ० इसके 
पक एक जोड़े सूल आवेंगे तब स्पष्ट है कि यद्द समघात का 

समीकरण द्वोगा | द 


मान लो क़रि क्‍ हे 
(य) ८ (य-अ,) (य-अ२) (य>अ॥):(य --अ,, )**१*** 


शेड समीकरण-मीमांसा 


तब फू (ल+त्त) | <(त+ल-अ,) (त+ल अं. ) 
ह %(त+ल आ,) (त्‌+ ल-- छ) ००० ०५०० 


। ह्लरे (735) | 
(न-0 २) >- 


इसलिये फू (त१+ल) > ० में ल के समधघात रहेंगे। इसर्मे 
यंदि ल' को एक अव्यक्त राशि मानव छे तो जितने घात का 
फ् (य)5० यह खसमोक्रण होगा उसके आधे घात का 
(त +ल) ८ ० यह समीकरण होगा। 


अथवा कहपना करो कि अ,अ २न््लें तो के 


(य-अ, ) (य-अ, ) रू ये >(अ, +अ, )य+अ, अर 
ऋयर-तयकल द 
इस लिये फ्य (य) यह ये --तय + ल इससे निःशेष होगा । 


अब फ् (य) में बीक्रमणित की साधारण रीति से 
य*- तय +ल इसका भाग तब तक देते जाओ जब तक कि शेष 
पा य+वा ऐसा न हो । पा और बा का य से स्वृतन्त्र समझना 
चाहिए अथांत ये दोनों ल के फल्न होगे । 


अब पूव युक्ति से स्पष्ट है कि शेष शल्य होगा इसलिये 

० झीर ब० होंगे। इसलिये ल का कोई मान अवश्य 

ऐसा होगा जिश्वसे दोनों समीकरण खत्य होंगे। इसलिये पा 

ओर वा में एक मान उभयनिष्ठ हुआ जो सहत्तमापंवत्तन की 
युक्ति से निकल्न आवेगा। हम 


समीकरण का लघूकरण १्शेफ 

. तब अ, +अ, + रत ओर ल>अ, अ, इन समीकरण से 
. अः और अ, व्यक्त हो जायंगे । 

(३) पफ् (ब)-य+प,यत  +परयत रे + - +प् ८ ० 

इसके सब सूलत योगान्तर श्रेढ़ी में हैं तो सूलो को बताओ ॥ 

..._ यहां यदि पहला सूल 5८अ और चय ८ह ऐसी कल्पना की 

जाय तो सब सूल क्रम से ि 


अर, अ+क, अ+ रक, ... ..., अ+ (न - १)क होगे । 
. श्पूवे प्रक्रम से ः क्‍ | 
-प५ #अ+(अ+क)+ (शक २क) + *** ** 


ः ः | अ+(न-१)क | 
ओर पर, श्प 5 अप न-(अ +- क) ऐ कह मा 
९ +- (अ+(न- १)क | 
म द | हम 
अर्थात्‌ +प, न्नअर केश क्‌,*- 44052 ९४ (१४ 
ओर पर, - रप, लनअर +न(न-१)अक 


द +- ना पिन 0 करे --- ---(२) 


| . (१) के बरगग को न गुखित (२) में घटा देने से 


० 
ण्णगश्णा ) 


इस पर से क व्यक्त द्वो जायगा फिर अर भी व्यक होगा ॥ 


(न - १) परे, -- रनप 


१३६ ... समीकर ण-मीमांसा 
* (७) फू (य)>यर - श्यरे - श्य + १५२-० यदि इसके 
एक सूल का चिन्द्र बदल दिया जाय तो दूसरा मूल होता है 
अथांत्‌ यदि दो घूल अ, और अर हाँ तो अ, ८ -अ, यह 
सम्बन्ध है। तब सब सूलों को बतलाओ। क्‍ 

यहां ७द्व प्रक्रम से य के स्थान में -य का उत्थापन 
देने से 

फि (य)> ये + शेयर + श्य-- १२ 


न 


अब फ़र (य) ओर (फि (ये के महचमापवर्चन से सब म्ल 
निकाल सकते हो । 


आाथना फ् (य) नयने- श्य -- श्य न- १२८ ७०००००-० *****-(१) 
फि (य) व हो है ७ श्य -- एय-- १५२५८ ०००० ०५० ०» “*-(२) 
: दोनो के अन्तर से क्‍ 
ध्यरे -- २४७८० .. य८ 7२: 0 


इसलिये फू (२)5० इसके दो मूल +२, -३९, ये हुए। 
इन पर से तीसरा सुल +३ आवेगा | 


( पे ) यहै - छयरोे -- श्श्य --पथ ८८ ० ***०*-*०--००"*- (१) 
इसके दो मूलों का घात यदि २ हो वो मूलों को बताओ। 
यदि दो सूल अ; और अर हा तो अच्अर ज २ 


२ ' । 
»«» अं पे - ८८ खत. . 


. इसलिये य के स्थान म॑ ञ्च कां उत्थापन देने से 


समीकरणों का लघूकरण. १३७. 





" द  “ख्यर ८ ० 
इसमें -४ का भाग दे देने से मान लो कि _ 
हे फि (य) ८ श्य रे -- छय ऐ + ७य -- ३ ४ 0४४ «<<% (२) 
अब (१) और (२) के महत्तमापवत्तेन - १ को शून्य के. 
समान करने से अ/ 5८१ और अ. 5२ शा 
इन पर से तीसरा मल अ३ ८ ४ आता है । 
इस प्रकार से जहां जिस तरह से सुभीता पड़े वैसी क्रिया 
करनी चाहिए। क्‍ 
अप्यास के लिये प्रश्न 
-य+ -ण्यर + १श्य२ - ष्य+ १००० इसके दो सूल 
अ३, अऔ३ में अ2८ रझ.+ १ यह सस्बन्ध है। सब मूलों को 
बताओ । उत्तर अ, ०२, अ२ 5५ और दो सूत्र 5 “ ५/ १ 
२--नीचे लिखे हुए समीकरण के सूलों को बताओ जिनके. 
दो सूल अ,, अ, में अ२८ -अ, यह सम्बन्ध है । 
(१) य* -- रयर -- स्य +पय -८कू ० 
(२) य* + श्य रै -- ७य  --- २७य-- श्८ ८ ० 
(३) य* + रेयर + श्यर + य - ३८ ० 
.... (8) यभ्कऊयरे- श्श्यरे - €्य + श्८ ८ ० 
& ई-य कप,य +परय+ १३०० इसके. दो सूल अ, ओर 
बार मे यदि अ,ओअ, न ९ै ८ ० ऐसा संस्बन्ध हे तोप १७ २३ ३ 
में केसा सम्बन्ध होगा ॥ उ० शेकपरकप/प३ ऊपर ८२० 


श्बे८ड ...... समीकरण-मीमांसा 


४--नीचे लिखे हुए समीकरण के मूत्र येगान्तर श्रढ़ी में 
हैं। मूलों को बताओं | 
(१) यरे -- द्यरे + श्श्य-- ६ ८ ० 
(२) यरै -- ध्यरे + रश्य-- १५८ ० 
(३) स्य*- श्ध्यर +रण्यर + श्व्य-रे० ८ ०... «६. 
(8) य४ +- एय है -- शय'" -- श्द्य ८ ० 
. पएू-यर-श्यरे --य+ २८० इसके दो सूलों का घात -१ 
है तो पलों को बताओ | ड० १,-- १,२ | 
६नप -७ण्यरे + १श्य--८८० इसके क्रम से सूल- श्र ,, 
स्ञ,,ण्थ, इस प्रकार के है तो सब सूछां का ज्ञान करो 
७>-य४ - ध्यरे + ज्य ऐे + ध्य--5४८ ० इसके दो 
अ+१,अ- १,क+ १,क-- १, इस प्रकार से हैं । सूरलो को 
बताओं। . उ० १,-- १,४,२। क्‍ 
५ मेलयोँ -- १ रियर + शेश्यर - श्रण्यरे + श्रश्य- एप ८.० 
इसके सूल अ, , स्थ, , अ२, *अ, , अ, +अ, इस क्रम से हैं। 
सूलों को व्यक्त करो । उ० १, २, २, ४, ३। 
&--चीचे लिखे हुए समीकरणण[र में अ्रव्यक्त के किवने मान 
समान हैं| 
(१) यब -- श्यरे - श्यर - ध्य- ८८ ० 
(२) य४+यहे - ध्यपे + श्ग्य- ८ ८ ० 
छुछ य८ - ४, वा य ८ ४ 
१०--य +पञश्रयर +- (म +म) अप्यरे +- प,अप्य +- अटें ८ ० 
इसके सब मूल शुखोत्तर श्रेढ़ी में हैं।सब सूलों को तथा 
प और प, को म और शअ्र के रूप में बताओ । 2 आज 


हरात्मक समोकरण हर १३६ 


[मान लो कि सूल क्रम से (है हुई चत् क, अ( के ये हैं। 


इनके घात अ, ९ >“अ*, ओर दो दो सलों के घातों का योग 
>(मर +म) अ, इस पर से सब सूल्ों का पता लग जायगा 
'ओऔर यह भी जान पड़ेगा कि प5प, । ] | 


“+-हरात्मक सभनाकरण 
(३8-“-- की श्र की हरात्मा कहते है। इसों प्रक्रार य कीं 
हरात्मा --- ओर -- की हरात्मा -- है । 
.. थे .र य . 


हरात्मझ समीकरण--अव्यक्त के स्थान में डसकी. 
हरात्मा छा उत्थापन देने से जिस समीकरण में कोई परिवत्तन . 
नहीं होता उसकी हरात्मह समीकरण कहते है। हे 

अथात्‌ फू (५) > ० इसके जितने सूत्र हैं उनके हरात्मा के 
समान अऋ्यक्त के सान जिस समीकरण में आते हैं उसका 
रूप ४०वें प्रक्रम से यदि ह - 





फू (य)च्य +प या +परय ९ + ------ +प.+० यह हो तो 
पत्षर ऊंपत्- २२ +प २ ते +- ०० कप.र+श्क० 
. एसा द्ोगा |. 
इसमे प. का भाग दे देने से समीकरण का रूप 
ष्श्गों : न पृ. ५ < इक ५ न्‌- पञ्ञ रे शी “रे नै 5०५ ०+* नै पर कँ नै हि 
र घर हे है 


न न पेज. हा 
48 ... ऐसा होगा 


१४० समौकरण-मीमा[ंसा 


प्‌ प्‌ हर श्‌ 
इसमे य नर आप, >> रे झआप १ “८ प._ प्‌... 
हे दि्‌ े प्‌ पक जज पक, 
ऐसा द्वो तो स्पष्ट है कि जो रूप' फ (१)०० इसका हे 
चही इस नये समीकरण का होगा इसलिये य के स्थान में 


उसकी हरात्मा -- का उत्थापन देने से सी य के वे ही सब 


मान आवंगे। इस प्रकार य के स्थान में यदि उसके हरात्मा 
का उत्थापन देने से जो नया समीकरण बने उसमें भी यदि 
दिए हुए समीकरण के य के मान के समान ही मान आधे तो 
उस नये समीकरण को हरात्मक समीकरण कहते हैं । 


ऊपर गुणको में जो सम्बन्ध दिखलाया है उसके अन्तिम 

समीकरण _->प+ इससे परे ८ १ .'. प- +१। इसलिये 
से 

हरात्मक समीकरण दो. प्रकार के होते हैं। (१) जिसमें 
प+ + ३१ और (२) जिसमें प..८ -१। 

पहिले प्रकार के समीकरण में 

पक्ष? ताप, पत्न-२ रू प२, ० **- प्‌ पु ५ 

.. इससे सिद्ध होता है कि आदि पद से आगे और इझन्‍्त- 
यद से पीछे तुल्यान्तरित पद के गुणक़ जिस समौक रण में 


मुल्य होते हैं वही पहिले प्रकार का हरात्मक समीकरण होता 
। दुनरे प्रकार के हरात्मक समीकरण में 


पैत्न-श + प९, प्च-२८ - 2 या अब क 5 का । 
इससे सिद्ध होता है कि आदि पद से आगे और अन्तः 
पद से पीछे तुल्यान्तरित गुणकों की खंख्या जिस समीकरण। 





का 


हरात्मक समीकरण ... .. शछहे 


. में समान रहती है परन्तु चिन्हों में व्यत्यास हो जाता है. वही 
दूसरे प्रकार का हरात्मक समीकरण होता है । 


८०--किसी हरात्मक समीकरण को पहिले 
प्रकार का सप्नचान का समीकरण बनाना | 


कल्पना करसे कि किसी हरात्मक सर्मीकरण का अ यह 
एक सूल है तो इसके आदि समीकरण में लिंससे यह हरात्मक 


समीकरण बना है एक अव्यक्त मान --- यह होगा । परन्तु 


श्र 
दोनों समीकरणों में अव्यक्त के मान समान हैं इसलिये -. यह 


एक अव्यक्त का मान हरांत्मक समीकरण में भी होगा | इस 


युक्ति से स्पष्ट है कि दरात्मक समीकरण में एक एक जोड़े अव्यक्त 
के मानअ,, -- | अ. , -.. । अ३, --- इस प्रकार के होगे। 
इसलिये समीकरण की घात संख्या यदि विषम होगी तो 
हरात्मक सप्ीकरण में अव्यक्त का एक मान अवश्य ऐसा होगा 
जसकी हरात्मा उसी के तुल्य॑ होगी अर्थात्‌ वह मान पहले 
भअकार के हरात्मक समीकरण में - १ होगा और दूसरे पकार के 
हरात्मक समीकरण में +१ होगा। इसलिये पहिले पकार के 
हरात्मक सर्ग: क्षण 7+ १३१ का और दूसरे प्रकार के हरात्मक 
समोकरण में 4-१ का निःशेष भाग लग ज्ञायगा, जिसके 
भाग देने से पहले प्रकार का हरात्मक समीकरण समरघात का 


होंगा। और यदि दूसरे प्रकार का हरात्मक समीकरण समधात 
का हागा तो उसका रूप ये -१+प,.थ (या _ १) + ... --- 


१७२ खमीकरखु-मीमांसा 


इस प्रकार का होगा ज्ञोयर -१ इससे भाग देने से निःशेष 
हो जायगा ओर लब्धि पहिले प्रकार का समघात का हरात्मक 
समीकरण होगी । 

.. इस प्रकार से किसी हरात्मक खमीकरण को पहिले प्रकार 
का समघात का दरात्मक समीकरण बना सकते है। लाघव 
से सवंत्र हरात्मक समीकरण से पहिले प्रकार का समघात 
का हरात्मक सर्माकरण समभना चाहिए जिसका अन्त पद्‌ 
+ ३२ होगा | द 
: दूसरे प्रकार का समधात का यदि हरात्मक समीकरण 
होगा तो गुणको के सम्बन्ध से प५-८-प५्र एक ऐसी स्थिति 


होगी जडां म- परन्तु जो कुछ प. है सो तो हई है फिर वह 


अपने ही ऋणात्मक मान के तुढ्य केसे हो सकता है। इस- 
लिये यदि प+ शल्य के तुल्य न हो तो यह असंभव है। णऐेखी 
स्थिति में हरांत्मक समीकरण के बीच का पद्‌ न रहेगा। 

. ८१--हरात्मऋ समीकरण को लघु करना अथोत्‌ 
छोट घाल का बनाना । 


कल्पना करो कि * क्‍ क्‍ । 
धर +च शत 65 पक आशा डे 0० वर +प.य' +प,य + १८० 

यह एक हरात्मक. समीकरण है । इसे छोटे घात का 
बनाना हू । द ह 


ऊपर के समीकरण में या का भाग देने से, दो दो समान 
गुणक के पदो को एकन्न करने से द हि 


दृरात्मक समोकरण १8३. 
यो 








. +पर 





| 3३९० श्‌ 4 
इसम यदि ये कट नल्‍२५ न । रे. बा नर, । 
ब ' न्ररे 


ऐसी कल्पना की जाय तों बीज़गणित की साधारण 
रीति से द 
| अल 
नर (य+ ) ला आज आज. (यरे ३) + २ 
, रुप 5२. +२ 3 


र न्यरे फजइ + (य+ ) (ये कक 


है पं 22 02 कई अल कक 

क्‍ ' रे २२ ०+र५ 
'इस प्रकार के 80 9... अशोक. हे # 

रत+ ३ + रत २९-२१.-.३ ऐसा सिद्ध होगा। 

इस पर से त के स्थान में २,३,४, इत्यादि का उत्थापन 
देने से २, के फल्न स्वरूप में २,, २, इत्यादि के मान आजायंगे- 


जिन पर से पहिले की अपपेत्ता अब आधे घात का अर्थात्‌ 
मे जात का समीकरण बनेगा | इस पर से जब २, का मान 


र्‌छछ 'समीकरण-मीमांसा 


आ जायगा तब य+ हर >र: इस पर सेय के दो दो मान 
'आ ज्ायंगे | 
उदाहरण--( १) य* +य*+यरे + ये + य+ १५८० इसमें 
य के माना को बताओ | ह 
यहां आदि पद से आगे और अन्त पंद से पीछे तुल्यान्तरित 
पद के समान गशुणक समान हैं इसलिये यह हरात्मक समी- 


करंण हुआ । अ्रन्त फद्‌ के धन रुप अ्रथांत्‌ एक होने से यहद्द 
समीकरण य+ १ से निःशेष होगा | भाग देने से. - 


यध््य +कश१श्चण०त 


इसमे ये का भाग देकर समान गशुणक के दो दो पर्दों को 
एकत्र करने से 


ये +- दि + रो +-१८७० .'. २, ८7१ 


इसलिये य+ 2 अल 
हज आज हो व या 
इन पर से य के मान बन जप! 


(२) य१? - श्य"+ श्य*- श्य * + रेय२ - १० ० इसमें 
य के मान क्या हैं। 


यहां आदि पद से आगे ओर अन्त पद से पीछे तुल्यान्तरित 
पदों के मुणक समान ओर विरुद्ध चिन्ह के हैं इसलिये यहदद 
दूसरे प्रकार का हरात्मक समीक्रैंश है। इसे य॑ - १ से लघु 
भरकार ( &वा प्रक्रम देखो ) से भांग देने से 


दृशत्मक समीकरण १४५ 
३ -३ +४५ -५ +३े -१ 
१-२३ है न-२ श 
8 ७ जा 
. इसलिये हरात्मक समीकरण 
या - रेय” + रेय४ - रगरं + १८० यह हुआ ------(१) 
इसमें य* का भाग दे देने से और सम गुणक के दो दो 
पद्‌। को एकत्र करने से क्‍ छ् द 
(ये नि घन) “मे (या + ३) नी मै० 
. एणरेवें प्रक्रम से त, और त. के मांन पर से 
त,>२,- ४२, + २, त,.5२/- २ इनका उत्थापन देंने से 
र,- ६२, +६ ० (२, - ३) +० 
इसलिये रे, ०३ .. र,7 +4/६३ 
ओर य+- हि +&+4१/३, य+ त्च 5+-+५/३ 
को हे है२४2 न कप कह 
. इन पर से य के मान व न का 
ये मान (१) समीकरण में दो दो बार आते हैं । 
.. (३ )य१+१०० इसके मूल बताओ। 


यहां या का भाग देने से य* + नस घ्ः ० 


१० 


4 समोकरणु-मीमांसा 
इसलिये द्ए हुए समीकरण में वर्गात्मक अब्य॑ंक्त खराड 


_ ये +१००,य*+/३ य+ १०० ऐसे होंगे ज्ञिनके वश 
से ६ मूल आ जायंगे।. 


(४) (१+य)* | (१-यं) 


न्ल्बेश्र 
कमल इसमे य के मान बताओ । 





+ यहाँ समीकरण का रूप छोटा करने से और ८९वें प्रक्रम 
की युक्ति से जा 


(१ -अ)र, + (७+ श्अ)र -- (४+ञअ)> ० पेसा होगा । क्‍ 
इस पर से य के सब मानों का पता लग जञायगा | 
( छ्‌ ) यम. प्‌: यरेस-१ +प.,यरेम-२ ... ...... हि प्यों 
ऊंप ” कयमा! +> पे. इक यर्म र न १००००: 
+परकता स्थप्+प,कम- ध्य+क - ० 


इसका ऐसा रुपान्‍्तर करो जिसमें एक दरात्मक समी- 
करण बने | 5 


मान लो कि य> ल-कर तो संमीकरण का रूप 
मम 
छ्व्पेम क्रम न प्‌ .,लपम-.? के * + »«००००००० न-प लक 
म+ १ 
न प्‌. जे क्ू ह रे / पड ००० ०० 


रेस-- ९ 
न 8७6७ ३३५ ७०७ चल प्‌ द्द्क रे ह बच कूभ ८ छा हा 


हरात्मक समीकरण १७७ . 
इसमें कम का भाण देने से 


ही श न _ ” 
खप्म+प,ल्रे +क ९ क ० कप, ले क ई 
| क्‍ ः आकर 
कप. ५जरग के हे क-*+*०४«५० 


अब यह हरात्मक.-सभीकरण हो गया क्योंकि आदि. पद 
से आगे और अन्त पद से पीछे तुल्यान्तरित पदों के गुणक 
समान हैं । 

इस प्रकार से दिए हुए समीकरण से जहां हरात्मक समी 
करण बन जात हो तहां अव्यक्त के मान निकल सकते हैं । 


अम्यांस के लिये प्रश्न 
शक 

१।य*-१८० इसमें य के मान बताओ | 

२।(१+य)९ >अ (१+य*) इसके मूल बताओ। 

३।(१+य)* >अ (१+य*) इसमें य के मान बताओ । 

७। र्य +यरें - श्श्य ४ + श्श्यर +य-- २८०० इसमे य के 
मान बताओ | द उ७० २, ३, ६ (“- ३7४५), १,- १। 
. १।य*९-- १५८०० इसमें य के मान बताओ । न्‍ 

5।य*+पयरे +- १५०० इसमे य के मान बताझो। 

७।य +प, य १ + प., ये ह +- +प.य+प,य 


+-१८०० इसमें-य के मान यदि ञअ,क,ख,ग;घ, इत्यादि हो तो 
सिद्ध करो कि 


श्छ्८ -समीकरण-मीमांसा ._ 
श्थ शब्ररे करे करे करे खरे खरे 
करे ख़िर  पश्चइर “स्व गी कद कक + 
छ।य-प,यपेत- १ +फ यरेनेर _- व ये १ + ...८० 
इस प्रकार के हरात्मक समीकरण में जहाँ पक घन. पक 
ऋण, इस प्रकार से पद्‌ हैं वहां सिद्ध करो कि यव्-* < २ तो 
खसद अव्यक्त. के मान संभाव्य नद्दीं हो सकते | द 
&य - स्य” + यश +यर- स्यर + १५८० इसके मूल 
बताओ ! 
२०॥ य* + श्य* -- झय  - छय* - ७य रै - झय रे + रप + ६८० 
इसमें य के मान बताओ। ्््ि मा 
११। य*+ स्य० +श्य + स्य” - सफर - शेयर -- १८० इस 
में ए के मान बताओ। का का 


६-हद्वियुकूगद समीकरण 


८२--जो समीकरण“ य" --आ ८ ० इस प्रकार का होता 
है उसे द्वियुक्‌ पद्‌ समीकरण कहते हैँ | इसमें आ यह व्यक्त 
संख्या हे । जे 

इस समीकरण के सब मूल सिन्न समिन्न होंगे क्‍योंकि 

(य)>यॉ-आर> ० तो फ (य)>नयरे१ ८० | अब य का 
कोेई पेसा मान नदीं जो दोनों समीकरणों को ठीक रखे 
६ परेवां प्रक्रम देखो ) 








डियुकूपद्‌ समीकरण १४६8 

. ट३--यदि यॉ-आर> ० तो बीजयरित की साधारण 
रोति से य5 ५/ कल अर्थात्‌ आ के न घात मूल के तुल्य य का 
शेर मान आता दै। परन्तु यह न घात का. समीकरण है इस. 
णेये र४वे प्रक्रम से य के भिन्न भिन्न न मान आवेंगे । इसलिये 


. कह सकते हैं कवि कोई बोजात्मक राशि के न घात मूल मिश्र 
सिन्न न आवंगे। 


किसी बीजात्मक राशि के कोह एक न घात 
सूल से एक के अथोत्‌ रूप के न घात मूलों को. 
कम से गुण देने से उस राशि के सब न घात 
. खूलों के मान हो जायंगे । द 
.. कल्पना करो कि आ राशि के न घात मूल का एक सान 
श्॒हैश्र्थात्‌ भा 5 आरा तो य के स्थान में श्रर का उत्थापत देने 
से यो आर अप रं-.आ २ आ रत--आ ८ ० । 
के रत -- श्‌ जय] # ७० शो लड 2 4 
इसलिये १ के न ॒घात सूत्र के तुल्य र हुआ और 
त्न त्त न 
बज>अ-र>अ,/ | | परन्तु य> ५“ हऋ इसलिये (० छ्् 
न्ः आ, 7 | 
.._यॉ-आऊ० वाय+अश्र८० इस प्रकार के दिए हुए 
समोकरण पर से र7- १८०० वा र7+ १८०० इस प्रकार का 
समीकरण बन जाता दे जिससे १ के न घात पूत्नो के माय 


पूल. ..._ :खमीकरण-मोर्मासा 


जान कर उन्हें क्रम से आ के न घात मूल के एक मान से जा 
व्यक्तगर्णित वा छविसुकूपद खिद्धान्त से आ जायगा, गुण देने 
से य के सब मान आ जाय॑ंगे। 
.. अब +श्वा -१ के न घात मल के सब मान केसे 

” निकले गे इसके लिये आगे कुछ सिद्धान्त दिखलाते है । 


ट्ु४---ब्रदि य-- १५८०० इसमें थ का एक मान अ, दो तो . 
अं यह भी य का एक मान होगा. जहाँ म कोई धन वा ऋयणा 
अभिन्नाडु है | क्योंकि (आई )व- (अनार ८ शाम ८ १। 


ट३०-यदि य -+- १५८ ० इसमे यदि य का एक मान अ 
हो तो अर, भी य का एक मान होगा जहाँ म कोई घन वा 
ऋण विषम अभिन्नाडू हैं। क्योंकि 


(आए ) ८( अ्रव 3) २( >है | 5-ोैहै॥ 
ट्दे--यंदि मे और न परस्पर हृढ़ हो तो 
म..१५०० ओर य"-- १०० इन दोनों समीकरणों 
में एक को छोड़ य का ऐसा कोई सान न होगा 
जो उभयनिष्ठ हो । 


कल्पना करों कि प, ओर प. दो ऐसे अभिन्नाडु है जिनके 
वश से 


प, म--प. न 
ऐसा समीकरण बनता है ।(५, ओर प. सर्वदा- इसके 
चितंतरूप से व्यक्त हो जाते हैँ, इसके लिये मेरा स्प्रेथा 


द्वियुकपद्‌ समीकरण श्वृश्‌ 


भास्कराचार्य का बीजगणित देखो) और मान लो किय का 


एक मान एक को छोड़ अ, है जो दोनों समीकरणों को ठीक 
रखता हे तो 


अब्णा शै द लि श्र ् १ भ्क्ल ही हक न 2७ 9 + ***(१) 
झोर ञ््‌ ब्न्रै .,., अर ८१ मे -**-(२) | 
(१) में (२) का भाग देने से द 


इ्यूवभ-परन ब्ः्ञ्र हज, मल १ 
इसलिये अ, 5 १ इससे ऊपर का सिद्धान्त सिद्ध हुआ । 


८9---यब - १०० इसमें यदि न दंढ़ संख्या हो आर इस 
समाकरण का एक मूल रूप छोड़ कर अ, हो तो सब मूल 
क्रम से द 

अ,, अप, , अप, , 4200 8 “आई | -«- मल “अप, ये होगे | 
 झछव प्रक्रम में सिद्ध हे कि श्र, , अरे, , अर, ,... ---अ, ये 

सब मूल हैं| इसलिये यहां पर इतना ही दिखला देना है कि 
ये सब परस्पर भिन्न हें अ्थांत्‌ इनमें कोई एक दसरे के समान 
नहीं हैं। यदि हैं तो मान लो कि अर, और अ्रई दोनों तुल्य हैं 
जहां त ओर द दोनों न से अल्प हैं। इसलिये त-द भी न से 
अहप होगा द कि 

अब अं >अई .'. अदु3 ८१२ और अने < १ 

इसलिये यय 7 -- १८०० और य*-- १८ ० इन दोनों समी 
करण में य का एक मान रुप के अतिरिक्त अ, उभयनिष्ठ इचआा 
जो न और त-द के परस्पर दृढ़ होने से ूध्व प्रक्रम से 
असम्भव हे | इसलिये 
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के हि ह भर, अ', अर,“ अने ये सब आपस मे समान नहों हें 
धो की यह सिद्ध हुआ । तब स्पष्ट हो गया कि वे सब य* -. १५८ ० 
. इसके भूल हैं । हा क्‍ 
टू८--पदि न हृढ़ संख्या न हो और यन-१०० 
इसका रूपातिरिक्त एक सूल अर, हो तब यह नहीं 
कह सकते कि आ,, अ', अप, अर ये भी क्रस 
से सब सूल होंगे। रा हल 
क्योंकि यदि न>प-ल, जहां प दृढ़ संख्या है और 
य -१०० इसका एक मूत्र श्र, हो तो यही एक पूल 
ये -१०० इसका भी होगा क्योंकि श्र ७ - (आए )७ - २ द 
और ०७वें प्रक्रम की युक्ति से रररः' 
 अ,) अो,, अं, “अप ये सब भिन्न भिन्न होंगे परन्तु 
थआागे आये बढ़ाने से अ*' >अर, «अ, >अ, यह अव्यक्त के 
पहले मान के समान हो गया । इसो पकार य के आगे के सब 
मान अब पिछुले मारना के समान होंगे। या 
इसलिये अ,,अररअ्र,-----अथल ये सब यो -- १ ८० इसके 
सब सूल नहीं हो सकते क्योंकि इसके जितने मूल हैं. उनमें 
कोई आपस में समान नहीं है (८रश्वां प्र० देखो )। ह 
..._ ८€--थदि न>क-ख-सा-घ------जद्दां ये सब दृह संख्या हैं 
द तो > व १८० या -+ रैघ८ ०, ये +ैै८5०,* ३७४ 'इनके ज्ञो मूल 
होंगे वे सब य/7;- १८०० इसके भी मूल होंगे।.... 
.._ द्योंकि यदि य_ --१८० इसके कोई एक मूल को अ, कहो 
वो भा ८ २ जिससे धई ८ ()कग-- « ३ अर्थात्‌ घने, -- १८० 


दियुकूपद्‌ समीकरण * अरे 


स्री प्रकार और यरे- १-०, या - १६८०**“**सखसमी 
करयो के घूल से भी सिद्ध कर सकते हो। 


8०---यदि न 5 क-खन्‍ग--* जहां क-ख-ग--- "इत्यादि सब 
डढ़ संख्या हैं तो य/-१०० इसके मूल (१+अ,+शञ 
न अ के ०२०००: न अर ) ( १+ञअ +शअ्र +अ्र +- -« +अर्से-?१ ) 
(१कञ,+अ, + *** + अगर *) इनके गुणनफल म॑ जो आदि 
से न पद्‌ होंगे उन प्रत्येक पद्‌ के समान होंगे | जहां अ, , 
य*-- १५८०० इसका अ२, य -- १५८० इसका अ, , यो -- १८७० 
इसका “एक सूल हे 

यहां क,ख,ग, तीन दढ़ संख्या के घात के तुल्य न है यह 
मान कर उपपत्ति दिखलाई जाती है । 

ऊपर के गुणन फल में मान लो कि कोई पद्‌ आप ,अ्रव अआम 
हे तो स्पष्ट है कि यह य"-- १०० इसका एक मूल है क्योंकि 
ध्रात १ झअतन ० २ धन -- १ 

इसलिये (आए आई अर न १२ ॥॒ 

अब इतना ओर दिखिला देना है कि ऊपर के गुणन फल 
मे काई दो पद्‌ आपस में तुल्य नहीं हें। यदि कहा जाय कि 
_छुल्य हैं तो मान लो कि क्‍ 

अए अर श्र #अ' आई अम तब अपप - अत व अम'-म इस 
समीकरण का बायां पक्ष यरं--१८०० इसका एक मूल हैं और 
दृहना पक्ष क्‍ 

यंग __ १५०० इसका पक मूल है| इसलिये यर्के - १८० 
यंग १८० इन दोनों में एक सूल उसयनिष्ठ हुआ। प्रसन्‍्तु 
क और ख-ग परस्पर दृढ़ हैं इसलिये ८६वें प्रक्रम से यह बात 
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असंभव हें। इललिये ऊंपर. के गुगन फल में कोई दो पद्‌ 
परस्पर तुल्य नहीं है । रे 

&१-इसी प्रकार यदि न कर खरे गे जहां क,ख.ग दढ़ 
हैं तो दिखला सकते हो कि अ,अ,अ३ इस प्रकार के जो ने 
-गुणन फल्न होगे थे य-१८० इसके सूल होगे जहां अ,, 


य? “१८० इसका अ, , या -- १८७० इसका अ, , यों -- १८० 
इसका एक मूल है । 


इसकी उपपत्ति भी पिछले ही प्रक्रम की युक्ति. ऐसी है 
क्योंकि का , खव , गा इनमें प्रत्येक से न निःशेष होता है इस- 
लिये अत 5०१, अर ०5 १, आ 5८१ ओर &०वं प्रक्मं की युक्ति 
से दिखला सकते हो कि अ, अर अ३ इस प्रकार के मूलों के 
कोई दो गुणनफल समान नहीं हैं क्‍ 
... इसी प्रकार, तीत से अधिक दृढ़. संख्याश्रों का मिन्न भिन्न 
. घात के गुणन फल के तुल्य "न? हो तो भी सब बात सिद्ध कर 
सकते हो । 
8२-२7 -- १८ ० इसमें य के न मान आवंगे और यदि 


न>पंत् जहां प कोई दृढ़ संख्या है और या -- १५८० इसमें 
प्र++! इतने य के मान आवंगे जो सब य्थ्वं प्रक्रम से 


यग- १५८० इसमें भी य के मान होंगे | इसलिये ये. - १८» 
इसके जितने मूल हैं उनसे नये प*ं -परे-१ >पर्ओ (१... १) 
इतने छूल य - १८०० इसके होगे।... 

इसी प्रक्रार य॑ _--१८० इसके मूल से य॑ -- १८० इस 
के नये मूल ब* (१- ३) इतने होगे। 


द्वियुकूषद समीकरण श्पूपू 


. अब यदि न पर! बईक जहां प ओर व परस्पर दृढ़ है. और 
ऊपर के नये मूलों में पहले समीकरण का.एक मूल अ,; , दुसरे 


का पक सूल श्र,, कल्पना करो तो जितने मूत्न यो . - १७ ० 


ओर ये - १८० इनके होंगे उनसे नया एक सूल अ, भ्र३ के 
तुल्य य/ - १५८० इसका होगा । 
यदि कहो कि अ, अर, यह नया सूल य -- १०० इसका 
न होगा तो कल्पना करो कि कोई “न? से अल्प म घात के समी- 
'करण का यद्द मूल होगा तो (अ, अ,) १ 
आम -- छा म 


परन्तु आए , यो -- १५०० इसका एक मसल है ओर आग 

“१.०० इसका एक मूल है | इसलिये दोनों समीकरण का . 
पक ही मूल हुआ. जो पर और बई् के परस्पर दृढ़ होने से 
८देव प्रक्रम से अश्रसंभव है। इसलिये न से म छोटा नहीं हो 
सकता । इसलिये य-१०० इसका अ९ अर यह पक नया 
मूल होगा । इस प्रकार से दो दो घुलो को लेने से 

प्‌ (१-४) व” (१-१)-८न (१-५) (१० ब) 

इतने भेद होगे । इसलिये य/-१०७० इसके न (१-४) 
(१-४) इतने सूल 
', यों १८०० और यों -१८००इसके मूलौ से नये आवगे 
विशिष्ट सूल---इस प्रकार से न घात द्वियुकूपद समो 


करऋ में न के अपवत्तनाडु रूप घात के समीकरण के सूलों से 
जो नये मूल आते हैं उन्हे विशिष्ट मूल कद्दते है । 
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.. €३--ब-१०८० इसका एक विशिष्ट सूत्र यदि भर, कहें 

तो खबसूल क्र से... 
.  अ,; अर, अ,, अ,, ४0022 ञ् ये होगे | 


... यहां स्पष्ट है कि अत “१ क्योंकि म्७व प्रक्रम से ये सब 
मूल होगे। इनमें यदि कोई दो तुल्य हाँ तो मान लो कि 
अर रअृूट .. अर २ परन्तु त-द यह न से अल्प है क्‍ 
इसलिये भर, विशिष्ट पूलनहीं हो खकता।......... 
ऊपर के सूलों को १, अ, , अ,, अ!-**“अ्र-' ऐसे भी लिख 
सकते हैं। इस श्रेढ़ी में यदि एक पद्‌ भ्रः यद्द चुन ले जहां 
त यह न से छोटा और दृढ़ है तो मं: आओ, 


ते रत अंकों तो त/न-१) नत( 
अं, कक १ अर ञ्‌ 30 ना १) 


._ ये सब भी परस्पर दढ़ भिन्न होंगे क्योंकि त, श्त, इत्यादि 
 घाताड़ी में न का भाग देने से शेष भिन्न झिन्न ० 3 ३,३. “न -- १ 
ये आते हैं। और ऊपर लिखे सूलों में से आए से आगे त+ १ 
दूरी पर जो जो पद हैं उनके मूल होंगे । अन्तिम पद के बाद 
आदि पद्‌ से गणना कर त+ १ का विचार करो । इस्रलिये थे . 
भी वे द्वी सब सूल हैं केवल ऊपर के क्रम कीं अपेक्षा भिन्न क्रम 
से स्थित हैं । ््ि दे ह 
€४---ब"-- १५८० इसके कोई एक विशिष्ट मल जानने के 
लिये चाहिए कि न का दढ़ गुराय गुणक रूप खरड कर उन 
गुरुय सुणक घातं के जो प्ृथक्‌ पृथक द्वियुकपद समीकरण 
होगे उनमें जो समान अव्यक्तात्मक गुगय मुणक रूप सराड हाँ 
डनमें से एक एक और मिन्न अ्व्यक्तात्मक सब खर्डों के घात 









ह द्वियुकूपद्‌ समीकरण ै १फूछ 


से दिए हुए समीकरण में भाग देकर लब्धि को शत्य'के तुल्य 
करने से विशिष्ट मूत्न को लाना चाहिए। अथवा जो पृथक्‌ 
पृथक्‌ द्वियुकूपद समीकरण हैं उनके लघुत्तमापवरत्य से भाग 
देकर, लब्धि को शून्य कर विशिष्ट घूल ले आवचो | 
.. जैसे य*-१०० इसके सूलो को जानना है। 
. यहां न८६८5२०३ इसलिये यर-१८०, यर- १०० 
इनके सब मूल य*- १८० इसके भी सूल दोंगे (८६ ध्र० देखो) 
परन्तु य*-१७(य+ १) (_- १) और य९-- १० (य- १) 
»(यरे +य+ १)। दोनों भे य--१ यह खराड आया। यह. 
खरड ओर दोनों के भिन्न भिन्न खण्डों के घात हे 
. #>+(य+१)(य-१)(यप+य+६) 
्ऋ(यक+३१)(यर-१) | ््ि 
. इसले य१- १ इसमें भाग देने से और लब्धि को शुन्य के 
समान करने से मा । क्‍ 
. याौ..१२ यर*+१ 3 पक, गा आस देसा पर 
वेयराक्व८रु * बार _ ४४१८० ऐसाइआ 
इस पर से विशिष्ट मूल 
०8 किक  तअ) वा अर 5 भर । 


और दिए इुए समीकरण के सूल 
शी ह ञ, हि अं, 9 ञ् 9 हि. + अ, 9 श्र ( १) 
अर नई कह ली. अप वव +१३+९५८-३ के 


बे ४; के 


फद समीकरण-मीमांसा 


अरे, 55 अर न्‍्ञपे + (१+१५/८- २) ( “ १+ ९८-६४) +4५/ - ३) ( “२ + ५८-३४ ) 3 ह 








२9८ के 
के ञ्र, > भ्रे अ. -- _. ६८-३६ ४ हे 
। 
आ,-झ५, अ -- १-३८ १)(९+५/-६) १-५/ ८ 
कै 
२४७८२ 
आर >झः, अ, ८7१८-३२) (१+१/८-६३) 
| बे८र 
इसलिये क्रम से मूल क्‍ 
५ २+५१/८-३ -१+१८- .+4८- ३ जप 
न र ; पक अल हि 
रा 
२ ध | 


इसमे अन्त का सूल, भ्र३ के समान है । इस पर से यदि 
&श्व पक्रम से घूल निकालो तो 


ञ् अ अं, हे ७ अर ये हांगे। ४ 
परन्तु हे | 





- दवियुकूपद्‌ समीकरण द १५६ 
[8 न् आन 8) 


२»ऋर 





अननननजरीभननननी 


१+५/-३) 35 ०2 ५/ टतक 


उाआ ााड 





की ३ 4 ] (१ जय 
; अर डक खवमा श 


हे अं ज्आाअ, ८२7 0/:२)(१+४३) 58 38 रः क्‍ 


२३०८२ 
क्रम से सूल कर 
१-- हज 2. ९ 22 +॥ 2 २ १८-४३ 
रे ३ हैः 0 8 
। १--५/८-३. श्‌ 
५ ह। 


यह मूल श्रेढी अर से बनी है और अ. अ' । इसलिये 
&रेव प्रक्म से त-५ और त+१०६, इसलिये पहली सूल 
श्रेढी के अ' पद से छ पद्‌ जो हैं वे इस मूल श्रेढ्ी के क्रम से 
दूसरा, तीसरा इत्यादि पद है।... 
. (२) य*९- १८० इसके विशिष्ट सूत्रों को जानना है । 
यद्ां 5१२ जो २ ओर ३ दढाड्ू से निःशेष होता है जैसे 
'ह ०४, एो ८ ९, इसलिये य"*-- १७० और य* -- १५८० इसके 
जितने सूल होंगे वे सब य**-१०० इसके भी मूल होंगे। 
इसलिये य* -१ ओर य* - १ इसके लघुत्तमापवर्त्य (दर्+ १) * 
ला द् श्र | है. 
«८ (य* -+ १) इससेय! २-- ३ गेम्स. 3 5१६ 
» (यं?- १) इससेय! ९ -- १इसमे भा तल व तक +साक्क८छ 
आयाॉ-य +१---*--इस ल्ब्धि को शूल्य के तुल्य करने से 
यु जय तर १ हल ०**« बैड डक हल अं डील 2 कक है रा _ बडे “**(१) 


यद्द दरात्मक समीकरण हुआ। 


के 


द समीकरण-मीर्मांसा 


(१) में ब* का भाग देने से और य+-:- ८ र, मानने से 
घ्श्व प्रक्रम से 


ञ् ( हु १ ह 43 8 ह 
(प*+ रू )7९5०४-३८० 
डा स् लक १ 
। रु उमिय १ ३ नल अम्म 

यर*+१८ “ य. / ६ 
वा ये : ये ७५/३इ+१५८० 

57, अप 2 ५ ८३-५८ 7? के 
क आ य्‌ हनन य्‌ध्ड 
लय चा 





+१-१०० इसके ये चार विशिष्ट मूल हुए । 
इन चारो को क्रम से अ, _-, अ,, _- कहो तो 


अ+-+अ,+_- (अ्+अ्र, ) (९+ह्नन्न ) ८०. 


«« अञअ, ८-१ । 
3 -१०(य* +१) (य*-- १)० ० | य*-. ५-० इसके 
जो मूल हैं उनके नये श्र और श्र, है. इसलिये य*+ १-८ ० इसः 
समीकरण के अर और अ; मूत्र: हैं. । तब श्र* > --५ औरः 


अरे -क्न “अ, | इसलिये 


अप है इन सूलों को श्र, अ*,-अ० ; अं१ * इस भेटी 
से प्रकट कर सकते 4 क्योंकि अत र १ ओर श्ख भ्रंढी में 






द्वियुकूपद्‌ समौकरण १्द१ 


' एकादि पदों के पहले स्थान में क्रम से अ, अ*, अ०, अ! * रस्त 
कर, क्रम- से उनका ५,७,११ घात करने से और १२ से ऊपर 
को घातो को १९ से तष्ट करने से | 


झ् झट, अग,. आ!! 
झर,... अर अर! ञ्० 
अ्०्, 8 दर आह. द 
अप, झअण० हक अ ऐसा हुआ। 
देखो यहां हर एक ऊर्ष्याघर और तिंयक्‌ पंक्तियाँ में वे ही 
मूल है केवल क्रम में भेद है। क्‍ हि 


अ, अर“, अ*, अ'  इलत विशिष्ट सूलों में घात की संख्याय 
५, ७, ११ ये सब १६९ से अल्प और टढ़ हैं| इसलिये &शवें 
पक्रम से कोई को लेकर उसके एक, दि, इत्यादि सम घात से _ 
या *-१०० इसके सूल आ जायेंगे। इन चारो पर से सूत्ल 
जो घात १२ से ऊपर हैं उन्हे १२ से तश्ट कर देने से 
अ अर अर अब आ अरे अ० आः झपे झप०्ओार ३2 
अरे अधश्थर झा अ श्र अपध्यण अध् रो कण २२ 
अठट अरे झाते झआ अपध्यरों झ आा अ्ररे अश०्शझर १ 
अर अगत्झठे था आए अर झरने झट. झअरे झरे अ 

ये क्रम भेद से खब तियक्‌ पंक्तियों में एक ही हैं । 

इस प्रकार से जहाँ जैसा सम्भव हो तहाँ तैसे दिए हुए 
समीकरण के ऐसे उससे बड़े से बड़े ऐेसे लघु घात के समी: 
करण बनाने चाहिए जिनसे वे लघु घाता/इ्ड से दिए हुए स॑प्री- 
करण की घात संख्या निःशेष हो जाय | फिर इन समीकरणों 
के ल्घुत्तमापवत्ये से दिए हुए समीकरण में भाग देकर लब्चि 
को शुत्य के खम्राव कर विशिष्ट मूलों का पता लगाना चाद्विए । 


शहर .. समीकरश-मीमाँसा 


.. 89---य -- १०० इस समीकरण में जहां न की संख्या 
दो से अधिक है, ऊपर के प्रक्रमों से स्पष्ट है कि १ को छोड 
इसके खब सूल असस्सव हैं। इसलिये छेसे समीकरण का 
विशिष्ट छल भी अखसस्मव संख्या दोगा। 
स्रिकोशमिति में डिमाइबर के सिद्धान्त से स्पच्ट हैँ सि 
यदि त यह चंन अभिराडु दो तो 
| श्तकध्न 


( कोज्या ------+4/“(5 ज्या व तः ु 


इसलिये ये -- १५८ ० इसका ण्क सुल .ः 
कॉज्या ----+«५/7“7; ज्या जद् +अ, यह छा श्य होगप 
यदि त को न से डढ़ मानो तो कद सकते हो कि ये >- १ ८ ० 
इसका एक विशिष्ट सुल्त अ, होगा और तब &शवे प्रक्रम से 
अर, अं. , अर ,*००*** अत 7 
... ये खब दिए इुश सभी कर के मूल दोगे जो परस्पर मिन्न 
हैं। यदि कोई कहे कि इनमें कोई दो समान हैँ तो माम जो कि 
अं -> अर अदा थे खीर द दोनों घन और न से अरूप हैं 
डिमाइवर के सिद्धान्त से 


द त्तृ 
आ >कोज्यों ““---+५/77 ज्या --_ -- 








कर अं >कोज्या - >> - +५/ 7 ज्या - ० 


यदि ये दोनों तुल्य होगे तो कवश्य -... छझौर -+ 


ये. दोनों तुल्य होगे अथवा दोनों का अन्तर चार खमकोण 
का अपदत्य होरा ॥ द द 








हियुकूपद्‌ समीकरण दे. 


इसलिये “(5 यह पक अभिन्नाडू होगा। परन्तु त यह न 
से इृढ़ है, इसलिये थ८०द यह न से निःशेंष होगा । परन्तु 
थ ओर द ये न से छोटे कल्पना किए गए हैं, इसलिये-न से 
इनके अन्तर का निःशेष होना असम्भव है। तब अ* , आई ये 

दोनों परश्पर तुल्य नहीं हो सकतें। इंसलिये- ऊपर के सब 
' सूख अचश्य परस्पर भिन्न 


&६९--यम १५८० झोर य + १८० इनके सूलों के आनने 
के लिये नीचे लिखी साधारण शीति को इस तरह दिखला 
खकते दो द 

थदि्‌ न २7 तो य7- १८० इसका एक मूल तो स्पष्ट है 
कि +१ होगा ओर खब सूल बार बार -! के प्ृत्न लेने से 
जो श्द्व प्रकम से असम्भव हांगे व्यक दो जायँगे। यदि 
न्प-म, जद प5८ २7 तो 


यी ये में - (ये त)म | यदि य -र तो 

य- १८०० और य + १०० इन दोनों के मल क्रम से 
रा-१८०० ओर रः + १८०० इनके घूल द्ोंगे। इनमें यदि 
र के मान व्यक्त हो जायें तो उनके बार बार त बार मृत्ष लेने 
से य के मान भी व्यक्त दो ज्ायेंगे। क्‍ 


€७-य -- १० ० इसमें मान लो कि न विषम शर्म + १ के 
तुल्य है तो डिकार्टिस्‌ की युक्ति से यपेम+ १ -. १-० इसका 
पर संभव सूल न दोगा और घन संभाव्य घूल न+ १ होगा।.. 
यदि +१ से भिन्न कोई ओर घन संख्या का उत्थापन य में दो 
तो स्पष्ट है कि यरे+१ यह १ फे समान न दहोगा। इसलिये 
इस समीकरण का + १ के अतिरिक्त कोईरूम्सव मूत्र न होम | 








१६७ खमीकरण-मीमांसा 
... यरेम+६-. १०० इसमें य-१ का भाग देने से लब्धि क्‍ 


बस >यरम-+ +....... +य२+य+ ३ 


यद्द हरात्मक समीकरण का रुप है, इसलिये दरात्मक 
समीकरण के तोड़ने की युक्ति से इस पर से एक म घात का 
समीकरण बन जायगा। ....्र््््रः रा 
€८--ब*- १५०० इसमें यदि न श्म तो इसके दो ही 
सस्भाव्य मूल +९ और -१ आवंगे। इसलिये (य+१) 
<( य-- १ )5 य*- १ इसका साग समीकरण में देने से एक 
नया दरात्मक समीकरण पा 
ये ४ +शम- 8 +--ऊयर+१८० ऐसा होगा। 
इस पर से दरात्मक समीकरण के तोड़ने की युक्ति से 
म- ९१ घात का समीकरण बन जायगा । न 
अब “१८० इसे (या - ३१) (या +१)-० ऐसे भी लिख 
सकते है। अब... द मिल! 
. या -१०० और य + १०० इन पर से भी दिए हुए 
समीकरण के सूलों को जान सकते हो | मी आ 
€€--य+ १८० इसमें यद्वि न विषम श्म+१ के तुल्य 
हो तो यपे+१ + १०० इसका एक ही सस्माव्य सूल -१ 
होगा । इसलिये यपेम+९ + १५० ० इसमें य+ १ का भाग देने से 
एक हरात्मक समीकरण , 
यम >यप्म १ >यसम-२......... +य२--य+ १-८० ऐसा 
होगा | इस पर से मूलों को पता लग सकता है।.. 
... यदि न विषम हो तो स्पष्ट है कि य के स्थान में -य का 
इत्थापन देने से यो -«३ > ० ऐसा एक समीकरण बन जायगा- । 





वियुकूद समीकरण... हद 
जिनके मूल पूर्व प्रक्रमों से वें ही विरुद्ध चिन्द्र के आ ज्ञायँंगे 
जो द्व हुए समीकरण के सूल है 
' ६००-+यन + १५०० यदि इसमें न सम रम के तुल्य हो 
तो यर +१०० इसका एक भी खंभाव्य सूल न होगा और 
यर+ १०० यद्द स्वयं हरात्मक समीकरण है, इसलिये 
इसमें या का भाग देकर या +-ज्ञ5० यह पूर्वघात के आधे 
घात का एक समीकरण बन जायगा । 
१(०१--ऊपर के प्रक्रमों से स्पष्ट होता है कि यन-. ३ - ० 
ओऔर यन+ १:०० इन दोनों पर से एक ऐसा हरात्मक समी 
करण बनता दे जिसके सब सूल दिए हुए समीकरण के संब 
असम्भव सूल के तुल्य हैं ओर जिसमें ८१वें प्रक्म से २+- - २ 


ऐसा होगा, जिसमें दिखला खकते हो कि र, का मान सचंदा 
सम्माव्य संख्या है| 


यद्यि>कोज्या - - “+«५/ (५ ज्या >> (&५वाँ प्र० देखो) 


तो त त्ग 
 य+क्ञरर३ ८ कोज्या कम 4: हे 





श्त नल श्त 77 


कोज्या ०१ ७४#ड 24८ १-९ जप 





हा रत दा तल 


२ 


कणणणएणणणानणणणनााणणाआआााआ ५5 या आल नमक नकल 
तं 
( कोज्या न प्रा कक 4/2 ज्या श्तनता 





करेंट . स्मीकरण-मीमांसा 








2 श्तक _... शत कह  श्त 
| कोज्या' +-. +4५/7ए जया -+. +को जन 

हक - ज्या श्त न 
< कौज्या श्त का 


इस पर से र, का मान खम्भाव सिद्ध होता है । 

१०२---दख प्रक्रम में पिछले प्रक्रमों की व्याप्ति के द्विये 
कुछ उदाहरण दिखलाते हैं।.. 

( ९ )य*-१५८०० इसके सलो को बताओ । क्‍ 

यहाँ एक मूल +१ यद सम्भाव्य है, इसलिये २-१ का- 


आग बने से 


(॒ 





853 लि का: नकल म नदी 
य-- १ भ्यप कूय छल र्‌ पड ०0 


इस पर से विशिष्ट मूल 
«“--५ ३ हुए । 


इसमें यदि “7५४८-६९ - थ्र, और ९-५८ -* 


तो अप, 5 भर । इसलिये य* -. ६ - ० इसके क्रम से सूल 

अ(0 अ९, अ, (८ १) इनको १ का घन सूल कहते हैं। सूलों 
में अ, को घा से प्रकट करते हैं। 

य के चिन्द्र को बदल-देने से ११+ १०० इस समीकरण 
के कम से सूल 

“५५ अल को “आई, ८ अरे (5-२) 





हियु ऋूषद सप्तीकरण श्द्टूछ क्‍ 
(२)२१- १८०० | इसके मल की व्यक्त करते । 
. दिए हुए समीकरण को... 
(पर + १) (4१ -१)८ ० ऐसा भी लिख सकते हैं । 
इस पर से यरै +१८० झौर २१-- १७ ० ये हुए । 
फिर (१) उदाहरण से, य* -- १८ ० इसके क्रम से सूद 
अर, ,अ,, ९, “अ,, ४ नर) का 
६ ह )य* + १५८ ० इसमे य के मान बताओ। 
यहाँ हरात्मक समीकप्ण की सुक्ति से 


शक: कमर कक" हि रे | 
यौ 7 अर यदि २. न्द 


इस पर से २, ८7 :५/ ३ झोर ये + १८ + य५ / 7 
इसलिये य के मान... 
१३८ ८ ९-३८: टी _ध+ पर 
रे. ३ ४४३ ९८२. 
(७४ )य*- १५८०० इसके सलों को बताओ | 
-रै+यि--१) (यश +य*े + थे +- घ+ १ )८० 
हरात्मक सप्ीकरण को युक्ति से 


ये +- 8 न कह +- _ +- १-८ ० 


| के 
यहि १४, ८5यथ 4---- 

ः ्य। न्‍ ्त ; के कक का का 
तो रकर]-७१८० /. र/त-+-+प्+ 


व९ के ज्ञान से छू्से का शान सुछम है 


हे 


श्दे८ समीकरण-मीमांसा 


“१८० इसके सूलो के चिन्ह बदल देने से ये + १८० 

इसके सब पल हगगे। 

(५४ ) य१-- १८० इसमे य के मानों को बताओ | 
यहाँ य*-१७(यरै -- १) (य* +यरे +१)८ ० 

य*-१०० इस पर से य के पूर्व लिद्ध तीन मात 

१, घा., घ ह 
झोर य* +यर*े +-१८-० इस हरात्मक संसीकरण से 

यर+ ७ + १०० 

इस पर से २२-३२, + १:०० यह घन समीकरण बनाए 
अब ₹, +य+ | इंखमे यदि र; के मान व्यक्त हो तो य के 
बादी छ मान भी व्यक हो जायेगे | € ऐसे घन समीकरण में 
ये के बान केले व्यक होते हैँ इसकी विधि आगे लिखी 
आयगी ) 

अथवा य* +शेय+- १८० इस घर से वर्ण समीकरण की 
विधि से ५१--घा> ०, कौ-धघार-े5० ऐसे दो समीकरण 
सनेगे | द 

फिर यरै > १८ ०, यर --घा ७ ०, छ* -धा ८ ० घेंसे तीन 
समीकरण से जो य के नव मान आते हैं के कम से (घ्ध्वाँ 
प्रक्रम देखो ) 

8, घा, घारे, घाई, घार, धार, घाई, घाई, घार्े ये है । 


क्‍ इनमें घारे इसको य का एक विशिश्ष मान सानके से किये 
हु समीकरण मे ८ के ऋम से चच मान 


द्ियुकूपद्‌ समीकरण . श्च्& 


६ कै: 2, हब 5 जा पी | 
४ पापा, घा, घा, धार, घा , घाई, घाई ये सहज में 
- शा जाते है । क्‍ द 
,. इनमें य*-१८० इसके सूल १, घा, घाँ को निकाल 
. देने से गा के 
(यर--घा) (य*-घार)-> य* + पर + १५८० इसमे के छवो 
. मान य के हैं । इस प्रकार जहाँ पर जैसे त्ाघव दो उत्तर 
निकालना चाहिए। | 
कर 
अभ्यास के लिये प्रश्न 
१।5६7 -- १८० इसके मूल बताओ । 
“२।य*- १५८०० इसमे य के मान बताओो। 
३े।य-+१०० इसमें य के मान बताओं। 
४। १०२ प्रक्रम के (१ ) उदाहरण से सिद्ध करो कि 
१+चा+घा* ८०। 
.. ५४ । सिद्ध करो कि (घाम+घारेन ) (घारेम+घान ) यदद 
अकरणी गत होगा । ० मप्-मन+नर | 
६। खिद्ध करो कि (अ+घाक+घारेग) (अ+घास्क + घा ग) 
जा नस +करे +गर -अक-अय--कग | 
७ | खिद्ध करो कि 
' (अ+क+ग) (अ+घाक+घारेग) (अ+घारेक+ घा ग) 
ऋञ न करे +गर 0 ३अकग। 
& | एक समीकरण ऐसा बनाओ जिसके सूल 
मकन, घामकवबापेन, घाप्म+घान हो। 
द . ० य-३े मनय-मर +न*१)>८ ० 


. शैडछ समीकरण-मी माँसा 


& (य+ १)० -- (य" + १५) इस के शुराय शुणक रूप खराडो 
को निकालो ॥ खछ० ज्य (य+१) (ये +य+ १) 
.. १० | एक ऐसा घन समीकरण बनाओ जिसमे अच्यक्त के 
मान ऋम से 
अर्थ, अर्थ येही जहाँय,,य१ - १५८० 
इसमे य का एक असम्भव मान है। मल 
उुण० यह +यरे -- स्य --१५८०। 
११ | य४- १०० इसका एक विशिष्ठ घूल अर, हो तो एक 
पेसा झमीऋरण बनाआं ऊिसस्ने सूल ऋम से अ, + श्आ 
अ, +रअ|, अएक रेअ ३; अं + रच, ये हो 
द उ० य१ +श्यरे - ये झह- श्य+ ११८ ० 
.. २१ य११-- १८०० इसका एक विशिष्ट सूल्न अ; हो तो 
एक ऐसा समीकरण बनाओ शखिसके घल ऋणम से 
अःकआ क्आ, कर, अ[ +कअ्रर+ अर +अ 7, | 
अर क+अ/ऊ+अ३+अऱ़ ये हो | छ० यप +यरे - श्य+ १ ८० 
२३। एयर >व्ूश्य रे +- रेशण्य-- ३४०य -- ६४८० इस पर 
से एक हरात्मक समीकरण बना कर तब इसके मूल्यों को 
. बताओ. | 
माच लो कि २७२ -- यन २र। इसका उत्थापन खमी- 
करण मे देने से 
हर -- ६८०२६ +१४२८र यो - ६८०२-०- ६४८० श्ब यह 
हरात्मक समीकरण बन जायगा | इस पर से र का मान व्यक्त 
 द्वोने से समीकरण के सूल्ल भी व्यक्त दो ज्ञायँगे। 


: परिच्छिन सूत्ल ३७ 


१७ | ये -- १८ ० इसमें यदि न दृढ़ हो और इसका एक 
अखंम्भव सूल अर, हो तो लिख क्रो । 
(१-अ ) (१-अ) ) (१-अऔ)--- “० (१५-अआ ')न्न 
१५ | य* “ - १८० इसमें य के मान बताओ । 
१६ | य**-- १५८० इसके सब विशिष्ट सूल ये ही हैं जो 
यता-यण०+य*-यध +यर-य+१०० इसके सुल हैं, यद 
सिद्ध फरो | 
ँ १७।या-यश+याॉ-यथ्ऊय -य+१८० यह एक 
हरात्मक समीकरण है। इस पर से नव प्रक्रम की युक्ति से जो 
ए४ _.. रह - छएर' +- धर, + १ ४ ० 
ऐसा समीकरण बनेगा इसमे र, के मान 


ह ॥ म 
रक्षौज्या -... श्कोज्या _-, २कोज्या --- 
। १५. & १५. 


ये ही होगे यह सिद्ध करो। 











रु 


. १०-परिच्छिन सूल 

१७३--जिस झूल को किसी अभिन्नाडु था भिक्षाक्कु से 
प्रकाश कर से उसको परिच्छिन छल कहते दई । जैसे 
४,ऐ,३ इत्यादि ।4. 

घीअमरित से सिद्ध है कि किसी करणी का मन न 
अभिर््वांक, न भिन्नाडु होता है इसलिये करणीगत शाशि का _ 
सूख परिच्छिन सूल नहीं है। जैसे ५“: इस करणी का मान 
न अभिन्न है ओर न सित है, इसलिये ५/7 इसका सूल 
संभाव्य तो है परन्तु परिच्छिन्न नहीं है।. 


१७२ समीकरख-मी मांसा 

: करणी का मान न भिन्नाडु, न अभिन्नाहु होता है इसकी 
 डपपत्ति को कमलाकर ने अपने बनाए हुए तर्वविवेक ग्न्‍्ध 
के स्पष्टाधिकार में बहुत अच्छी तरद्द से लिखा है। भारतवर्ष 
में जिस खमय ( शक १५८० वा सन्‌ १६५८ ई० ) इसने अपने 
इस अन्थ को लिखकर पूरा किया था उस खमय यूरप में 
न्यूटन की उमर बारह वर्ष की थी 


१०४--फ (4)-० इसके आदि पद का गुणक 
एक हो ओर अन्य पदों के गुणक थदि परिच्छिन 
अभिन्न हों तो समीकरण का एक सी सूल परि 
च्छिन भिन्न नहीं हो सकता। क्‍ 
. कल्पना करो कि समीकरण 


या +प, या? + प. यह + -«-«-- + प+ शय+पश ० ऐसा है 
ओर यदि सम्भव हो तो कल्पना करो कि इस समीकरण 


का एक परिचिछिन्न भिन्न सूल -- है जिसमें अ और कफ परस्पर 


इढ् हैं। इसका उत्थापन ऊपर के समीकरण में य के स्थान में 
देने से और दोनों पत्तों को क--! से गुण देने से 


प्ापीपआ १ + प. अर रक + 
ऊपक्न- २ का १ प्‌. ,अकर्ते-रे + प्‌ करों7१ -- 
पक जल अ १ +पअ रेक +- 


कैपन-२भअ कर १ +प._ /अकर्र + प्‌ करते” 


परिच्छिन सूल .. श्छ३. 
.. परन्तु यद्द असस्भव सिद्ध होता है क्योंकि श्र और क के 
परस्पर दढ़ होने से --_- यह एक भिन्नाडु ही होगा और दहिना 


. वक्त अभिक्षाडु सिद्ध हे, इसलिये कोई दृढ़ भिन्न किसी अमभि- 
शाह के तुल्य कैसे हो सकता है। इललिये ऊपर के समीकरण 
का एक भी सूल परिच्छिन्न भिन्नाड़ु नहीं हो सकता | 

अब ऊपर के समीकरण में इतना ही विचार करना चाहिए 
कि उसका कोई मूल अभिन्न परिच्छिन. है वा नहीं। इसके 
किये जो आगे रीति लिखी जायगी उसे साजक रीति अथवा 
स्यूटन की रीति कहते हैं 

._ १०४--कंल्पना करो कि 

 फू(योनयाँ +पयने१ +परयते* + ---०-- पतन ४ये + पर ८ ० 

इसका एक अभिन्न परिच्छिन्न सूल भ्र है तो इसका उत्था- 
पन य के स्थान में देने से... 

“दी 8 अर 272 अचार +प.- अ+पा्न ८ ० ह 
इससे अ का भाग देकर पद को उल्लनट करं रखने से 


प 
ने+पत- २ + पतन २अ न ---०--०-- +प,अनर _ अने- ९ -- ० 


इसलिये | यह अवश्य अभिन्न होगा। मान लो कि यह. 


ब, के तुल्य है तो ऊपर के समीकरण में फिर अर का भाग 
देने 


तह पतु-३ - न“ प,ञ ४ +प , अप है | अप २८०० 


$ 


१७४ | समीकरंण-मीर्मासा द 


इससिये १7 नव-! यह अभिन्न होगा, मान को कि यह 


च३ के तुत्य है तो फिर ऊपर के समीकरण में अ का भाग 
. देने से ् क्‍ 


् नै कर +प. ३ कं कपक्ञं ३ +प,अ “४ + अर 7१.०० 


बे + पे. २ यह अभिन्न हांगा। इसे ऊपर की युक्ति से 


अभिन्न ब, कहे और फिर अ का भाग दें तो --त-६ यह 
अभिन्न ठद्दरेगा | या तन्‍तव तक क्रिया करने से अच्स में 
उल-१ 77१ + १८० छेसा दोगा | इस पर से नीचे लिखी 


हुई क्रिया उत्पन्न होती है ! 
यदि फू (घ)-८ ० इसका एक सूख अ होंगा तो समीकरणया 
का अऋन्‍त परद्‌ अर से अधश्य निःशेष होगा। ताब्चि में य के 
गुणकाहु के जोड़ने से जो संख्या होगी वह्‌ भी अ्र से निःशेष 
होगी । इस रूब्धि में यरे का सुणकाइु जोड़ने से जो संख्या 
होगी घट भी ञ्ञ से निःशेष होगी। यही छ्विया न-- १ वार तक 
करने से जो निःशेष लब्धि आवे उसमें ये * का गुणकाडु 
जोड़ कर अर का भाग दो, यदि लब्धि -१ के तुल्य आचे तो 
. सिश्चछ्क समझना चादिए कि फू (य)-० इस समीकरण का. 
' एक सूल अ अवश्य है। यदि ऊपर की स्थिति का कहीं पर. 

व्यभिचार हो जाय तो समझना कि अभिन्न भ समीकरण का. 

. मृत नहीं है न 


. परिच्छिन घुल हे जप 


१०६....ऊअपर की क्रिया से स्पष्ट है कि यदि अव्यक का 
भान परिच्छिन्न अ है तो समीकरण का अन्त पद उससे अवश्य 
निःशशेष होता है। इललिये द्ए छुए किसी पूरे समीकरण के 
अभिछ्य परिच्छिन्ष झूल आनने के लिये देख लेना चाहिए कि 
डिल किस अभियाडु से अन्त पद निःशेष होता है। जिनसे 
निःशेष हा, स्पष्ट है कि उन्हीं में से कोई न कोई संभव रहते 
सभीकरण का एक उल्त होंगा। इसलिये अन्स पद को निःशेष 
करने वाले उन हासे में से एक एक को लेकर १५७वे प्रक्रम की 
क्रिया करो। जिय जिन हारा भे क्रिया, आदि से अन्त तक 
पूरी पूरी उतर जाय उन उध्र हारा को निःशंसय दिए हुए 
समीकरण के खुल कहो । दिया हुआ समीकरण यदि पूरा न _ 
हूं! तो ३ प्रक्रम ले उसे पूरा कर तब क्रिया कश्ना आरखस्मट 
करो । 

परिथम दचाने के लिए दिए छुए समीकरण के मूलों की 
धन और ऋण सीमाओं को ६ अध्याय से जान कर अन्त पद 
को निःशेष करने वाले दारो में जो जो उन सीमाओं के बाहर 

हो उन्हे छोड़ कर जो भीतर ह उन्हीं से १०६.प्र० की 
क्रिया करो, क्योंकि जो सीमाओं से बादर हैं घे सीमासाधन 
की युक्ति से समीकरण के मल नहीं दो सकते, इसलिये उदको 
लेकर फ्रिया करने से व्यथे समय को न|् करना है | और अन्त 
'पढ के जो +१ और --१ भाग द्वार हैं उन पर से भी छिया 
करना व्यर्थ मौरव दोष खब्ावा है क्योंकि +१ और -- २ 
इनका उत्थापन य के श्थान में देने ले बड़े तापद से खान 
सकते हो कि दिए छुण समीकरण में ये दोनों य के मान हैँ 
वा नहीं । 


रेड. 5 समीकरण-मीमांसा 


. उदाहरण--( १) थे - श्ध्य+ ३० 5 ० इसका परिचिछुन्न 
सूख निकांखोी । 

यहाँ अन्त पद्‌ ३० को निःशेष करने वाले भाग हार 
२,३,५,६,१५,१०,३०,-- २,--३, - ५, -- ६, - १५,--१०, ० ३० । 

चघनात्मक सूलों की प्रंधान सीमा, समीकरण को 
य (य -- १६)+ ३० ० ० ऐसा लिखने से ५ हुई और य के स्थान 
में -य का उत्थापन देने से ऋण सूलों की प्रधान सीमा 
यर-- श्ध्य+ ३० 5० इसे दो से गुण कर य* को दोनों पद में 
मिलाने से 

य (यंपे--३इ८)+ ये - ६० ८० इस पर से -७ आती है। 
इसलिये --० और ५ के भीतर हारों को चुनने से क्रियोपयोगी 
संख्याये 

-९६,--५,-- २,- २,२,३२,५ ये हुई । 

पूरे समीकरण के पद शुणकों को उल्लर कर एक पंक्ति में 

रखने से तथा पहले --६ से क्रिया करने में क्‍ 





३० न-्र६& ० २. 
“* +४५ 
२४७ + ४ 


+४ यह अब -६ से निःशेष नहीं होता, क्षिया रुक गई, 
इसलिये. - ६ यह समीकरण का सूल नहीं हे 


“-» से क्रिया करने में 
३० न श& ०. 


>- ६ न रू “- * 


- कहे. श्र हैँ, रे 





परिच्छिन्न मूल... श्उऊ 
यहां पूरी क्रिया उतर गई इसलिये - ५ यद्द एक घूल हुआ | 





- है से क्रिया करने में 
हं० -- १८ |. ७ है 
| । श्‌ लय | ाः 
«६ 


- २६ यह -३ से निःशेष नहीं होता इसलिये क्रिया के 
रुकने से -३ यह एक सूत्र नहीं हो खकता। 
- २ से क्रिया करने में क्‍ 
रे ० - १६ ० हर 


+- १५ “- २७ 
-- ३.४ -- १७ 


क्‍ “१७ यह -२ से नहीं निःशेष होता इसलिये क्रिया 
झकने से --२ यह सूल नहीं है 


+२ से क्रिया करने म॑ 





३० बनन-्शृ& ७ श्‌ 
+ ९४ ध् हक 
“+ से *- बे ७ 


यहाँ पूरी क्रिया उतर गईं इसलिये २ यह एक मूल हुआ 
+रे से क्रिया करने में. 
हें७-. ++ १& 6: .. ई 
+#१० >३ै -+३ 





- & +३ ह का 
है 


्य.. -] समीकरण-मीमांसा 


. यहां पूरी क्रिया उतर जाने से ३ यह एक सूत्र हुआ | 
+ ४ से क्रिया करने में 


'३० शहर. ० 3 
-+- ६ 
- १३ 
यहाँ --१३ यह ५ से नहीं निःशेष होता इसलिये क्रिया के 


रुक जाने से ५ यह सूल नहीं हुआ । इसलिये यर - १६य + ३०- 
इसके तीनों सूल् क्रम से -५, २, ३े हुए । 


१०७--फ (५) 5० इसका यदि एक सूलअ हो 
आर यदि य के स्थान में र+म का उत्थापन दें तो 
स्पष्ट है कि फ (र+म)-० इसमें र का एक मान 
अ -म होगा जहां अ, क दोनों अभिन्न हैं । 

अ्श्योर म के अभिन्न होने से र का एक. मान भ्र-म यह 
अभिन्न होगा ओर १०६वें प्रक्रम की युक्ति से फ (२+म) में 
जो र से स्वतन्त्र पद फू (म) होगा उसे निःशेष भी करेगा। 
इसलिये यदि फू (म) को अ-म निःशेष न करे तो र का मान 
. अ-म नहीं होगा तब दिए हुए समीकरण में य का मान घ भी 

नहीं होगा । इसलिये र का एक मान अ- मे है। क्‍ 
परीक्षा करने में सुभीता पड़े और फ् (म) के मान जानने 
में मी थोड़ा परिश्रम हो इसलिये म की +श्वा -१ मान 
खेते हैं । यदि फू (१) यह अर- १ से और फ (- १) यह ञअर+* 
से मिःशेष न हो तो कहेंगे क्वि फू (4)5० इसका एक सूल अ 
। कट 





 परिडचिछन्ष पूलें हे  श्छ 


सहीं हे। अब इस पर से भी अम्त पद्‌ को निःशेष करनेवाले 
हारा में से कौन क्रियोपयोगी नहीं हूँ उनका पता लगा 
सकते हो | हि 
जैसे (०७व प्रक्रम के उद्दाइरणु य*-- १६य+ ३० ८ ० इसमें 
पहले जो --६,-५,- ३,--२,९,३,« ये खंख्याय लेकर क्रिया 
करते रहे उनमे 
फ (१)७ १३२ इसमें -६-१७ -७ का पूरा पूरा स्ाग 
नहीं लगता इसलिये -६ यह समीकरण का सुल्ल नहीं हो 
 सकता। द 
इसी प्रकार फ्‌ (-१)८ ४८ इसमें भी -- ६ + १५८ -- ५४ का 
भाग नहीं जाता इसलिये इससे भी सिद्ध होता है कि -६ को 
समीकरण का मूल न ग्रहण करना चाहिए । हे 
.. इस प्रकार फू (य)- ये - श्यरे - पय-- १० ५० इस्र उदा- 
हरण से धनपूत्नों की सीमा ११, य के स्थान में -र का उत्था- 
पन देने से और उचित रीति से समीकरण बनाने से 
रॉ +रेर(र-ई३)+१०८० हे 
इसमें स्पष्ट है कि र कें धन मानों की सीमा ३ होगी, इसर- 
लिये य के ऋण मानों की सीमा -३ हुईं । अब -३ और ११ 
के बीच में अन्त पद्‌ १० को निःशेष करसेवाले +१ और - ९१ 
' को छोड़ कर ओर हार 
१०, ५, २, - श ये हैं। 
इनमे फू (१)८- -२० इखको १०- १८६ यह निःशेष नहीं 
करता इसलिये समीकरण का एक मूल १० को न ग्रहण करता 
चाहिए । 


ईैद्धक- | समीकरण -मीर्मासा 


इसी प्रकार यर >> २०य' + १६४य-- ४ ० ० 5 ० इस पूर सर्मी- 
करण में डेकार्टिस्‌ की युक्ति से सर के न होने से य का कोई 
. ऋणमान नहीं है तब स्पष्ट है कि दूसरे पद के गुणक को 
विरुद्ध चिन्ह का वना कर अहर करने से.य के सक धन मार्नो 
का योग २० होंगा इसलिये य का कोई एक घन मान २० से 
अधिक नहीं होगा तब य के धन मानों की प्रधांन सीमा २० हुई 
( इस उदाहरण में य के धन मानों की सीमा जानने के 
लिये टाड्हएटर साहब ने जो समीकरण का रूपान्तर कर अन्य 
को बढ़ाया दै वह व्यथे है। उनके अन्य का ११४वाँ प्रक्रम 
देखो ) और थ का ऋषण मान कोई है ही नहीं। 
इसलिये अन्त पद्‌ ४०० को निःशेष करनेवाले २० से शअ्रल्प 
ड्वार २ ४, ५, ८, १० ओर १६ ये हुए ६ ह क्‍ 
ओर फू (१)८ -- २२५ इसमें ४-- श्ल४, ८--१ ८७, 
१०-१६ इसका निःशेष भाग न लगने से ५, ८ और १० 
इन्हें ऊपर लिखे हुए समीकरण के सूल न ग्रहण करना 
चाहिए। केवल २, ४ और १६ से परीक्षा करने के दिये 


१००५व प्रक्रम की क्रिया करो | 
२ से क्रिया करने में 








“४०० 54 न“ रे० . ह शः 
“- २०० रे खा 2 
न केछू न“ केप्ट च्न्न्न शैय 


यहां अन्त में शुत्य नहीं हुआ इंसेत्षिये २ यद मूल नहीं है | 
४ से क्रिया करने में रू 


)0 


परिच्छिन्न सूत्र : श्र 





| ल्‍ञ ४०० १६४ २०. २१ 
न रैग् कोई. नह 
न ६४७४ | - हे हा 


यहाँ क्रिया पूरी हो जाने से ४ यह समीकरण का एक सूत्र हुआ 
१६ से क्रिया करने में े 


“४०० १६४ +- २० डर 
ह --+ रेश 
. १३६ 5 
यहाँ ११६ यह १६ से निःशेष नहीं होता । इसलिये १६ यह 
समीकरण का सूल नहीं है । इस प्रकार से दिए हुए समीकरख 
का परिच्छिन्न अभिन्न सूल एक ही ४ है । 

१०८---म (य)5० इसमें य के सबसे चड़े घात के. 
शुणकाड्ु से अपबच्तन देने से समीकरण के छोटे रूप में पदों 
के सुणक अ,जञ्ञ न हो तो ३६वें प्रकम से एक नया समीकरण 
जिसमे सब पदों से शुणक अभिन्न हो बना कर तव १०पचे 
प्रक्रम की क्रिया करता आरंभ करो | फ़िर नये समीकरण के 
भूल से दिए हुए समीकरण के मूल निकाल सकते हो | जैसे 

उदाहरण--( १ ) ध्व (य) यो +६-टय+ 2८० 
इसमे यदि य८># तो 

ईडी (य) -> छू + के -- + हर हज ०9 
रे से ग॒ुग देने से अभिन्न समीकरखस 
.. रह +र- १७२+ १५५० । 


इसका खरूपानतर करने से घन सूलों की सीमा ५ हुई । 


श्झ्रे द खमीकरणु-मौमांसा 


र के स्थान में -र का उत्थापत देने से और समीररण 
को ३ से सुण रूपान्तर करने से ऋण सूलों की सीमा -८ हुई । 
न दोनों के भीतर अम्त पद्‌ को निःशेष करनेवाली संय्यायें 


१, रे, ५, --२९१, -३, -«५ ये हुई | 
ओर फ (१)-० | इसलिये र का एक मान १ है। 


'क्व (-१)-३१९२। इसलिये र का एक मान --१ यह नहीं है। 
३ से क्रिया करने में 





श्र १७ हे १्‌ 
कक ४ >> छे *न हें 
पूरी क्रिया उतर जाने से ३ यद्द र का एक मान हुआ। 
किया करने में क्‍ ह 
रेस >हऊ है ७ «जे 
जः दे 
- १४ 


* से -९१४ इसके निःशेष न होने से « यह र का मान 


नहीं हे । 





हे से क्रिया करने में 
श्ड “ रै 3 रू र्‌ँ 
चलन पं. 
--२२ 


“रै से -२२ इसके निःशेष न होने से र का मान -३ 
नहीं हे | ४ ु द 


-परिच्छिन्न मूत्र... .. हध्ई 
“५ से क्रिया करने मे द 
श्श्‌ “रैक श्र है 
. ह++ दे... +४ न रे 
। ३ हक नाई. ० 
क्रिया के पूरी दोने से -५ यह र का एक मान हुआ | 
'.. इसलिये र के मान १, ३, -५ ये हुए ओर य३ इसलिये 
य के सान 5, है, +३ ये सिद्ध हुए । 
इस पर से यह भी सिद्ध कर खकते दो रि जब पं; (य)-२० 
इसमें य के सब से बड़े घात का गुणक झरूपातिरिक्त कोई संख्या 
हो ओर सब पद के गुणुक अभिन्न भी हो तो सी यह नहीं कद्दा 
जा सकता.कि य का मान परिच्छिन्न अभिन्नाु होगा । 


 १०६---३ ध्वे प्रक्मम में प्र (५) ओर प्र (य) के महत्तमा 
पकतन परम्परा से दिखला आए हैं कि फू (य)>० इसके 
कितने सुल दो बार, कितने तीन बार इत्वादि आते हैं। यदि 
फ (४) में सब पद के गुणक परिच्छिन्न मूल के होगे तो स्पष्ट 
हे किए ध्व प्रक्रम में जोया ११ सी ३ इत्यादि के मान श्प्ा चंगे 
उसके पद के गुणक भो सब परिचिछुन्न सूल के होगे । इसलिये 
यदि फू (२)5० इसमें य का एक ही कोई मात त बार होगे 
तो बह झव्यक्त मान याव 5 ० इस्तसे जो आवेगा वह परिच्छिन्न 
घूल का होगा क्योंकि एक्र ही अव्यक्त मांच जो त बार आया 
है उसका एक ही मान या5० इससे निकलेगा। इसलिये 
ब्रोद यद्द य के एक घात का खण्ड द्वोगा अरथांत्‌ याद + अय--क इस 
रूप का होगा बह्ाँ ऊपर की युक्ति से श्र और क दोको परि- 


श्घ्छ समीकरण -मीर्मांसा 


चिछन्न सूत्र के होंगे। इसलिये त वार आप हुए अव्यक्त मान 
की संख्या या१+ ० इससे परिच्छिन सूल द्वी की होगी । 

इस पर से नीचे लिखे हुए तीन विशेष उत्पन्न होते हैं. 

विशेष--- १ ) यदि किसी घन समीकरण मे सब पद 
के गुणक परिच्छिन्न मूल के हो और १०५वों प्रक्रम 'की युक्ति 
से डस समीकरण .का कोई सूल परिच्छिन मूल का न आये 
तो उस घत्र समीकरय के समान सूल न आवबंगे। क्योंकि 
यदि समान सूल होगे तो एक सूल तीन वार आवेगा वा एक 
मूल दो बार और दूसरा एक धार आवेगा। दोनों स्थितिओं 
में ऊपर की युक्ति से एक मत्त परिच्छिन्न सुल का होगा 
जिसका दोना कल्पना से विरुद्ध है।..|.. 

( २) यदि किसी चतुर्घात समीकरण में सब पद के 
गुणक परिच्छिन्न मूल के हो और १०५वें प्रकम की युक्ति से 
उस्र समीकरण का कोई सूल परिच्छिन्न सूल का न आता हो 
तो ऐसा नहीं हो सकता कि डस चतुर्घात समीकरण का एक 
सूल चार वार या तीन वार आवबे, क्योंकि ऐसा होने से ऊपर 
की युक्ति से वह मूल परिच्छिन्न होगा जो कढ्पना से विरुद्ध 
है । इसलिये यदि इस चतुर्घात समीकरण के सूल् सवान होंगे .. 
तो दो वार एक सूल और दो घार दूखरा सूल आवेगा | ऐसी 
स्थिति में फ्‌ (3)-० इसमें फ (य) यह एक पूरा पूरा वर्ग 
होगा। रा द 
.._(३ ) यदि किसी पश्चचात समीकरण में. सब पदों के 
शुणक परिच्छिन्न सूत्र के हो और १०५वें प्रकम की युक्ति से 
. डस समीकरण का कोई मूल परिच्छिन्न सूत्र का न हो तो उस 
पश्चचात समीकरण का कोई सूत्र समान न होगा। क्योंकि 


परिडिछिन्मूल..... रथ. 


यदि एक मूल चार वार आव्रे और दूसरा-एक वार तो जो 
चार वार आऋवेगा वह ऊपर की युक्ति से परिच्छिन्न होगा जो 
कल्पना से विरुद्ध है। यदि एक सूल दो वार, दूसरा दो धार 
और तीखरा एक बार आबे तो ऊपर की युक्ति से तीसरा. 
परिच्छिन्न ठहरेगा। यदि्‌ एक सूल दो वार और दूसरा, तौसरा 
और चौथा एक एक वार आवे तो जो दो वार आया है धह 
परिच्छिन्न ठदरेगा। यदि एक सूल तीन दार और दूखरा दो 
वार आवे तो दोनों परिच्छिन्न ठहरेगे। यदि एक मूल तीन 
वार और दूसरा और तीसरा एक एक वार आधे तो जो तोन 
वार आयेगा चह परिच्छिन्न ठहरेगा | इस तरह से हर एक 
स्थिति में एक मूत्र परिच्छिन्न रदहरता है जो कल्पना से 
विरुद्ध है।... 0 जि 
द अभ्यास के लिये प्रश्न 

१। परिच्छिन्न सूल से क्या समझते हो । 

२। य* - श्यर - श्श्यरे + श्थ्य-- २४८ ० इससे य के परि- 
चिछुन्न मान बताओ। उ० १,२,३, - ४। 

हे। रेय! - रशेयर + शेश्यर + १श्य- ३० ८ ०. इसके परि- 
चिछिश्न मूल बताओ। क्‍ क्‍ डउ० १,३,५ । 
. / छ य+यरै -- रयपे + श्य-- २४७ ८ ० इसमें य के सब माल 
ब्ताओ। ला . छु० -३,२,-:२५./ 7 
._ ४ । य* - श्यर - १४य९ + इप्य- ६० ८० इसके सब सल्व 
चताओ। मर है ड० २,३,३, - ५! 

६।यॉ- रहेय' + १६ ०यरे +- ३१यरे -- ३ स्य +- ६०८० इस 


श फे परिच्छिन्न मान बताओ। . छ० ५,८५१ १ 


श्प्द क्‍ समीकरण-मोमांसा 


. छयो-रध्य"-शश्य* +३श्य' -- शश्य+ ६० 5० इसके 
पेरिच्छिन्न मूल बताओ। कह ड० १,- २, ३० । 
. र। फू (प)5० इसमें अन्तिम पद जोय से स्वतन्त्र है 
यदि विषम संख्या हो ओर फू (१) यह भी विषम संख्या दो तो 

फ (य) ८ ० इसमें य का कोई अभिन्न परिच्छिन्न मान न होगा । 
. & | फू (34) ० इसमें यदि फू (०) ओर फ (-१) दोनों 
विषम संख्या हो तो फ्र (५)5० इसमें य का कोई अभिन्न 
परिच्छिन्न मान न होगा | 


११-समीकरण के मूलों का आनयन 

९१०--ज्िस रीति से धर्गांदे समीकरण फे मूत्र निकाले 
जाते हैं उस रीति को सूलानयन कहते हैं 

बीजगणित से किसी वर्गलमीकरण को ये + पा य + बा-० 
इस प्रदार का बना सकते हो जिसका पत्तान्तर से यर +पाय 
+ >-बां ऐसा रूप होगा। दोनो पक्तों को ४ से श॒ुण कर पारे 

जोड़ कर बग पूल लेने से 

सेय+पा+ --५4/ प-अ्बा -  य८ ध्््न्ज््ऋ 

इस पर से य के दो मान घिद्ध होतें हैं जिनसे गुएय गुणक 
रूप खरडों मे दिए हुए समीकरण का 


(ब-(८०+४४-८ ४) | (4-(- ए- आपस्ल) 


देसा रूप होगा | बीजगणित की साधारण रीति से यह 
क्रिया प्रसिद्ध हे इसलिये इस पर कुछ बढ़ा कर लिख्षना केवत्र 


समीकरण के मूलो का आनयन १८9 
ग्रन्थ को व्यर्थ बढ़ाना है। इसलिये आगे घन समीकरण पर 
विचार करते हैं 

१११--किसी पूरे सम्रीकरण पर से ३४वें स्‍पक्रमम को 
युक्ति से उसी घात का एक नया समीकरण बना सऊझते हो 
जिसमें दूसरा पद उड़ जायगा। इसलिये घनसमीकरख पर 
से एक पेसा समीकरण बन सकता है जिसमें अव्यक्त का 
घन, झव्यक्त का एक घात ओर व्यक्ताडु रहे पर अव्यक्त का 
. थर्ग न रहे | इसलिये जो घनसभी करण 
यरै+पय+त+>० ऐसा है उसी में य के मानानयन का 
घिचार करते हैं 
9१२-..-कल्पना करो कि दिया हुआ समीऋरण 
ये + पय+त+-० पेखा है। 
इंसमें कल्पना करो कि य८र२+ल तो समीकरण में इसका 
उत्थापन देने से 
(र+ल) +प(र+ल)+तऊ ० द 
खा रर+लगे+(३ रल +प) (३ +ल)+तक्न ० *०१*०१******* (१) 


इसमे मान लो कि र, ल ऐसे हैँ जिनके वश से ३र ल + प० 
होता है तो रा क्‍ 
ही के बल जी 25 पड मिस क बगल डील मत कर कक कि रुके “** ६२) 


इसका उत्थापन (१) मे देने 
ह रे +( ) त-८-० 
या र+तरर-द्न्‍ध 5० 


इस पर से रर > -- | + ९/ (-7*+ ६) 
झोर करे ८“ त-र २-३ + (-+ स्द) 


श्ब्य ... समीकरण-मीमांसा 


यहां र और ल.के परस्पर बदल देने से कोई भेद नहीं 
पड़ेगा इसलिये चिन्द्र युगल के स्थान में र* में धन और ल* में 
ऋण लेने से क्‍ 


। द के 5 ते एफ डे ह 
यू: जन (रू ने ह 
; | कु डे पा २७ | 
म बज ते परे 9 ह | 
नै । उमा ड सहन्‍्याजाक (पू ने ग्कक | डे कक कक की 3026 23 (३) 


१०२ प्रक्रम के (१) उदाहरण से १ का घन मूत्र १, घा, घारे 
है इसलिये यदि -३ +९/ (_ + उड़ए इसका एक घन सूल 
व्यक्त गणित से म संख्या तुल्य आवे तो ८४७व प्रक्रम से इनके 
तीनों घन सूल म, मघा, मधा* होंगे | इसी युक्ति से व्यक्तमणित 
से यदि -३-५९/ (व । हुए इसका एक घन सूल न संख्या 
तुल्य हो तो तीनों घन सूल्न नवा, नघार येषहे । द 

इस प्रकार से य के मान जो दो खंख्याओं के घन मूल के 
योग तुल्य आता है उसके प्रत्येक घन सूलो के तीन तीन भेद्‌ 
होने ले नव मान आवेंगे परान्तु घनसमोकरण मेंय के तीन 
मानों से अधिक नहाँ हो सकते । इसलिये य के नव मानों में 
से छ मान अशुद्ध होंगे और तीन मान शुद्ध । इनकी परीक्षा 
के लिये (२) से जो र-ल> - ६ यद सिद्ध होता है उससे क्रिया 
करनी चाहिए | रा 

कंत्पना करो कि र>म, और ल८न। म और न ऐसे हैं: 
सिनसे म-न८ -ई यह ठीक हो जाता है तोम और ू को 
आाद्धा मान कहेंगे । और यदि रत्मघा, लस्नघास तो... 


समीकरण के मूलो का आनयन शपथ 


 इल »घनन्‍न-घार ल्‍ू्मन | इसलिये म-घा ओर न-था * ये दो भी- 
आाहा होगे । क्‍ द 
इसी प्रकार यदि रजूम-ार और बन्‍्न-पा तो भी 
स्ख ->म-ननवार जमन | द द 


इसलिये ये दोना मान भी गथ्राह्य हें । इन पर से य के तीन 
मान क्रम से 


+न, घा-म+ घारे न, घाप -म+चघा-न, यें होंगे । 
र ओर ल के ओर मान लेने से र-ल ८ -'प ऐसा होगा 


-पु ऐसा नहीं होगा इसलिये उन मांनों को न अहण करना 
चाहिए। जैसे 


उद्ाहरख--( र्‌ ) ये -- श्य-- १२८ 9 
इसमें प८ -४५ झोर त८ -- १२ 


इस लिये । कक पा 
(६+ ०२८ (३६ पे |।' 
(६ न 2) ३-रे५००* 


इसी प्रकार 


; ते प्‌ के श 
५ डे आग | ॥ 
(६ अिनकन ९४५.) रु ५ ० साछ छाल शा 


इसलिये यू २-३ + *७ > के 


१६० .. स्मीकरण॒-मौमांसा 
इसका उत्थापन देने से समीकरण ठीक हो आता है, इस- 
लिये य का मान यद्द ठीक ही झआया। इसलिये य-- १ इसका 
समीकरण से साम दे देगै से... 
य* + रेय+ ४० ० यद्द हुआ। 


इख्र पर से य के दो मान _ ४८ -० ये और आ जाते हे । 


ऊपर जो घन घूल का मान है उसके जञानने के छिये थीज- 
गणित से सब साधारण कोई रीति नहीं उत्पन्न होती | इसके 
लिये गणित क्रिया से आसन्न मान निकालना चाहिए अथवा 


डियुकपद सिद्धान्त से ( ६-०५ 5४७ ) इसे फेला कर तब 


आसन मान निकालो | 
ऊपर जिस रीति से घनसमीकरण के मूल निकले हैं उसे 
कांडत ( («027 ) साहेब ने निकाला हैं। इसलिये उनके 
आद्रा्थ काडन की रीति ((०:व०97'5 50]पस07 ० 9 ८प]९ 
€0००४४४००) कद्दते है। द 
१९१३--ऊपर घनसमीकरण में श्रव्यक्त के जो मान 
दिखिल्लाये गये हैँ उन पर कुछ विशेष विचार करते हैं। 
कल्पना करो कि प और त संभाव्य संख्या हैं तो प और 
त के मान के वश से र' और ल' के मान संभाव्य और 
असंभाव्य दोनों हो सकते है । 
पहिले कल्पना करो कि मान संभाव्य हैं ओर पारीगशित 
की रीति से क्रम से र' और ल' के एक पक मान म और न हैं 
तो इस स्थिति में दिए हुए समीकरण में य के मान कम से 


समीकरण के सूलों का आनयन. है 
म+न, मन्घा+नधा , मन्घा +ननथा ये होगे । 
इनमें घा के स्थान में उनके मान 75८5 इसका 
उत्थापन देने से य के क्रम से मान 
मकन, > | (मकन) + ह (म+न) ९/-8४ 
- ई (म+न) - ६ (म-न) 4-६ ये होगे।. 
थदि म और न तुल्य .न ह तो इनमें पिछले दो मान 
असंभव होंगे। यदि म ओर न तुल्य हो तो पिछले दो मान 
समान होंगे जिनकी संख्या --म वा “न के तुल्य होगी । 
ऐसी स्थिति में रर >लग, इसलिये है +ईंह ८० | इसके 
व्यतिरेक से कह सकते हो कि किसी घनसमीऋरंण में अब्यक्त 
के तीनों मान यदि असमान और संभाव्य हो तो र' और ल* 
के मान असस्माव्य होगे। 
झय कल्पना करो कि र' और ल' दोनों असंभाव्य हैं तो 
तु _॥ परे ख्या होगा गैर (्‌ न पमिदवरे गैर 
तु! + प* यह ऋण खंख्या होगा और १५वें प्रक्रम से र॑ और 
लग के घनसूल क्रम से मच्म|कन7ँ॑ड नल्म३>न३2४ १ 
ये होगे। इल स्थिति में दिए हुए घनसमीकरण में क्रम से 
अव्यक्त फे मान ह 
 मकन,4/-कम/न३5/८-ह? न रेस ३) . 
 (महकन२३4१८-र)ोघाक(म३८“]२९८> पा र#-म३ ०न २ करे 
और (म,+न (४ २)घार +(म/-न२5-९)वाल - मं ३ + न ३४३ । 
११४--ऊपर जो अव्यक्त मान लिखे हैँ उनसे स्पष्ट दोता 
है कि यदि .दिप्ए हुए घदसमीकरण में अव्यक्त के तीनों मान 


श&२ . खमीकरणु-मीर्मासा 


असमान ओर संभाव्य दो तो व्यवद्यार में कार्डन की रीति से 
काम नहीं चल सकता | क्योंक्रि इस स्थिति में र* और लडें. 
असंभाव्य ८ । यद्दाँ बीज गणित की युक्ति से यद्यपि जानते हैं 
कि इसका कोई न कोई अखंसाध्यात्मक मूल निकलेगा तथापि 
पाटोगणित को युक्ति से उन घनसूलों के मान नहीं ज्ञान 
सकते जिसके लिये इतना प्रयास किया गया है। इसलिये 
. ऐसी स्थिति में कार्डन की रीति से काम नहीं चलेगा । जैसे 


उदाहरणु--( १ ) यै- १श्य + ६८० 
यहाँ त- +& और १७ -१२ 


. इसलिये, 7३ ++4/ हू + पर ८ --४६+ ५/ 5६-६४ 
९८ -१ 





*- डे >> हे ह १७५ 
क्‍ है. 
अब यहां यह नहीं जान पड़ता कि पा म सह 





इसका क्या घनसूल होगा । 
.. डउदाहरण--( २) थरै - श्श्य -- ४८ ० 

यहाँ त८ --४ और प८ -- १५ 
इसक्षिये -३+ ३तु-_ पर ० २+५घा7रहप् ० ३+ ११ बा 
इसलिये य८( २+११५/ ८; )१+(२--११०/ ८६ )१ 
अटकल से (३+११५,८-“६)*<>१+ 4/८:५ 


झोर (२-११८/“६)१-०२- २/-5 
-इखलिये य का छक मान २+ ५5 +२-५/-६ # ४ हुआ 


सपीकरण के मूलों का आत्यत..... शक 


दिए हुए समीकरण में य--४ का भाग देने से 
...... ये +श्य+ १८ ० 
. इस पर से य के ओ( समान -२+ ५६ ३, “ २-६० ६ ये 
आ जाते हैं । 
... इसलिये जहां असंमावय का घनमूल अटकल से निकल 
आचे वहां पर कार्डन को रोति से य के मान आ जायंगे। 
१६९४--यद्यपि असंभाउय संख्या के घनपघूल का ठीक 
ठीक पता लगाना कठिन है तथापि हियुकपद्सिद्धान्त से 
घनमूल का आखन्न मान निकाल सकते हैं। जैसे 
_ कल्पना करो कि अ्र+क/ -;7 इसका घनसूल निकालना 
हैतोयदिद्य >कतो 


दा ही ७. 5 कक 
यहां क् के रूपाल्प होने से आगे जाकर _- यदद बहुत हों 
छोटा होगा जिसके आगे सब पदों को स्वल्पान्तर से छोड़ 
सकते हैं।.... 


यदि अ< हक तो 


किक श ञ्् श्‌ 
(ञ खा च ट ्ि ५्‌ ) ड्ले हवन (५८ .श ) दर (क न॑- फ्् -) 4 


४ 
घन -- छः के ( क्र अ.,/ २ ) डे 


ह हर हे 
+करर/ ८7 (१ ली $४५८-*) 


॥ 


श्र .. समीकरण-मीमांसा 


. इस पर से पूंवंचत्‌ आसन्न मान निकल आवेगा | 


जिननान अमर 





जैसे ११७४व प्रक्रम के ( १) उदाहरण में का आय 
इसका घनमूल निकालना है तो यहां अ> - | + ्फ के 
झोर अ< क इसलिये द 
32 ञ्र्प रे 
घंनसूल - कर / :८5(१--_२/ ८९ 
्् (४?) कप (१+ ३00. 4 
0९१७४ 
न ह हक (! रन ३ “यपय १ 
१२७४८ 
मी करे . 
न पड * हुकुझू 7: अर ३ ञ्ररे 425 ? चुन २००००० ) 
कोष्ठान्चगत केवल चार पद लेने से 
खघनमूल +- +- ( १ ईछ *) की (६! हा हम ५/ -१ 
४१७४५ 
ह कक 
न- डे छत - 3 मक हे ३ 
श्फ्र “२२७५४ 
बबेनेप्य 5 मी 
मी ) हा मम 
के | १७४. १७५ 
ही 
। ३४५४१ 7) | 


ह-(ह००) (कद ++०) 


समीकरण के मूली का आनयन श्क्ष्प 
बे. ( - १०४५१ 5) 
व जज गत 
न १-६ ( *२०७- १-०४ १ बे हर ) 


+ौशे६३३--१-०५१% १-६. “९ 
और. -३६३३+१-०४१ ४५ १-४५, है & 


(7३7४०) 
इस लिये य - । >> न ८९ ३) । ज्‌ 
*|०३:*/(६+ ९) ।' 


र॒ का पहला मान जो -२६३३-१-०५१% १.६. /-र 
१+४-ह 


क 


न्‍ः-रेधरे३े- १-६६७,//-5£ यह आया है इसे या ८ 
मी मा अल से 
न -औ+-7/य३ तय -४+ “८६६१-३१ इससे गुण देने 
से र का दूसरा मान ८ १-५३३+ १-३३६५/ “१ । 
.. ल के पदले आए हुए मान को घा' से गुण देने से 
ल का दूसरा मान ८ १-५२३-१-३३६५,/“ - १ । 

दोनों को जोड़ देने से य का द्सरा मान ३-०६६ यह हुआ। 
इसमे दशमलव को छोड़ देने से य>३, इसका उत्थापन 
छमीकरण में देने से समीकरण ठीक हो जाता हे । 


१&६ . समीह रणा-मोमांसा 
इसलिये ये - १्श्य+& ८ (य- ३) (ये + शेय--६) 5 ० । 
यरेक श्य--३ ८० ऐसा मानने से 


5 3 -- *्‌ के | ++ है -+-४ "भ्प्र 
ब्‌ 


| 
इस लिये रचल्पान्तर से य८ -७६ वा य८ ---३७६ | 


ऊपर पहले य का जो मान आया है उसमें दो ही दशमलवब 
अहण कर तो यही -७६ य का मान ठोक आता है । 

पहले द्वियुकपद्‌ सिद्धान्त से र ओर ल के जो आसन्न घन 
मूल आए है जिन पर से य८-७६ हुआ है उन्हें क्रम से घा 
ओर घा' से गुण कर दूसरे घन घूलों के मान से य- ३ ऐला 
आया है। यदि उन्हे क्रम सें घा' और था से गुणुकर जोड़ दो 
तो य का तीसरा मान -- -३७६ यह आवदेगा । 

इस प्रकार द्वियुकूपद सिद्धान्त से असंभाव्य संख्याओं 
का“आसजन्न घनमूल जान उस पर से स्व॒ल्पान्तर से य के मान 
ञआआा सकते हैं। इसलिये व्यवहार में जहां घनमूल अखम्भव 


संख्या में आवेगा वहांय के आसन्न मान काडेन की रोति से 
ज्ञान सकते है। 


११६---ऊपर के प्रक्रमों. से जान पड़ता है कि 
यरै+पय+त+-> ० इसे समीकरण मे कार्डन की रीति से बिना 
: परिश्रम य के मान आ जायेंगे यद्वि _ + ४६ यह घन संख्या 


दो अर्थात्‌ यदि प धन संख्या हो अथवा प ऋण होकर 
हु > उस ऐसा अथात्‌ २७ ते > ४प) ऐसा हो । इन स्थितियां 


। समीकरण के भ्ूलों का आनयत १६७ 


में य के दो मान अखंभाव्य होंगे। ओर यदि 3४१* इससे परै 

का संख्यात्मक मान अल्प हो ओर प ऋण हो तो य के सब 

मान संभाव्य आवबंगे परन्तु काडन की राोति से य के मान 
निकालने में सुभीता न पड़ेगा । 

यदि प ऋण हो ओर 7-+ 7 “० तो दिए हुए समी- 

का श्े श्र 

करण में अव्यक्त के दो मान समान आवगे जेला कि ११रवं 


श्रक्रम मे लिख आए हैं ठब ११२वे प्रक्रम से मं और न के मान 
श्र 


९“ - ३ इसके समान होंगे ओर य के सान क्रम से रम,-म, . 
-म ये होगे। 


प्रत्य क स्थिति में यदि ठीक ठीक य का एक मान भा जाय 
जो उसको य में घटाने से जो अव्यक्तात्मक एक खरणड होगा 
डखसे दिए हुए समीकरण में भाग देने से जो लब्धि पूरी . 
पूरी आवेगी उसे शून्य के समान करने से बाकी य के दो मान 
खा जायेंगें। 


११७५--पूरे घव समीकरण से द्वितीय पद न रहने वाला 
समीकरण बनाने से अव्यक्त के मानो में पूरे घतसमीकरण के 
पद वश क्या स्थिति होगी इसके लिये एक प्रकार लिखते हे ।॥ 
.. कह्पना करो कि पूरा घनसमाकरण 
ऋय से + रेकय  + रेखय+ग ०» हैं । 
इसमें यदि य८>व- तो इस पर से नया समोकरण 


बरे +प्र+त 5 ० एसा हागा जहा 


ख रै ग रेख-क् रुक 
मम अमल ३ 
अञ॒श्रो ञ्र्श्र श्र 


श्ध्घ समीवरणु-मीरमांसा 


फाडन की राति से 


("0 कज' 
के आह आओ मे 


०, 


यदि य के दो माव समान आधयेगे तों य>ब-- के 
«« वन्य + है इल पर से स्पष्ट है कि व के भो दो समान समान 
होंगे । 
इसलिये यहां भी १:१व प्रक्रम से 
न उद्ध _ (कर -३अकख +अपेग) +(अख - करे) ३ - 
ऐसा होगा जिसका रूपान्तर बीजगरिंत से 

(अग -- कख)* - ४(क- --अ-ख) (खरे --कग) ८ ० ऐसा होगा। 

इसलिये पूरे घनसमीकरण के पदों के गुणकों मे ऊपर 
जो स्थिति दिखाई गई है वद्द यदि पाई ज्ञाय तो कहेंगे दि 
य के दो मान समान होंगे तब फर (य) ओर फ/ (य) के 
महत्तमापचक्तेन से य के उस समान मान को आन सकते हो | 

११८--कभी कभी घनलमीकरण के पदों के गुणक इस 
प्रकार के होते हैं कि उन से बीजगणित की साधारण राॉति से 
अव्यक्त का मान निकल आता है। 

जैसे उदाहरण-- 
(१) यरै+ रेय 5 अ--.- तो इसे 
यरे + रेय ८ (अ-- ०) - ३(अ- -2-) ऐसे लिख 
सकते द्वो ६ 


समीकरण के छूलोी का आनयन.. रैढंदे 


इस पर से क्‍ 
यो -(अ- -..ै)  + रे(य-(अ- .-.)॥| ८ ० 
इसलिये य का एक मान अ- -*- यह हुआ । 


(२) ये +अय' +कय +य ८ ० 
इसमे जानते हैं कि श्झ-्ग - के ता समशोधन से 
“ये -अयप -- कय+ग। 
दोनों पत्तों को १थ-5 से गुणने से 
| द - रेअश्क्य ८ रेआप क्ग + शेशकऋ ये +ंसख । 
 दवोनां पच्चों में ऋैैय' के जोड़ने से 
(अरे -- श्ग्होय रे >अच्यरे + शेअ कय  + रेश्रक ये +- ग हैं ४ 
द + (अन्य + ग) * जे 


क्‍ अशििलम 
घन सूल लेने से यर/अआर-इझ्म-क तल भन्‍ककंग 


व ग 
« » . पेंनञेननजजलओ जन: । 


अरे --श्यनका है 
११६---यब३ + प्प्+त ८ ० इसमें यदि प ऋण होकर 
का संख्यात्मक मान है इससे छोटा हों वा प धन हो तो 
जिकोणमिति की युक्ति से सारणी के बल से सहज में अव्यक्त 
के मान जान सकते हैं। जैसे पहिके मान लो झ्लिप धन है. 
जो काडन की रीति से द 


न 8 ्ि शो 
तन 
. श हो 

(०60) 





०० समीकरण-मीमासा 


इसमें मानो कि _ -.तः स्प॑ष, तो इसका उत्थधापन देने से 
< कल तल ते. द्ुः 
(-२+६ के )+ (-१-३ केप 
5 ( शी ) ड् । हा) बस ( 5) इ | 

4 जया ) (स्पा हे !) | 

कांज्या प्‌ 
| 

ऋोबज्या ») ] 


दूसरी स्थिति में जब प ऋण और 7' इसके संख्यात्मक: 
आन से ३ यह बड़ा है तव मान लो कि २३ - - तह ज्या स्व । 


4॥| ७ 


5 
कीज्या रे प--ज्या * | | 


इस पर से 


त्त्त 3 लत - हि. 
बर (-१+ है कोस्याप)ई+(-*- है कोस्याव ) 
हज श्‌ २भ््श 
) रू श ३ ) २ 
“(-० («६ )7%(०+)*] 


ज्िकोणमिति संबन्धी सारिणी से ज्या' इत्यादि के मान 
जान लेने से लाधव से य का मान झा ज्ञायगा | 

१(२०--यदि फू (ब)5(य-अ) (य-क ) (यनगऊ 
#ौ- अ *य-अ)- कर (य-क)-ग रे (य-ग) -- २अक गा 
इय-अ) ( (प-क) (य-ग)' --अ २ )-- ( क'* (य-क )+ गे 
ईय -- ग) +- श्अ कक ग॑ | न ०/००००००००००० ००० ०००० कै ४2४28 ली ******( १ ॥)| 


समीकरण के सूलो का भ्ानयन २०१ 


तो इसमें यह सिद्ध करना है कि य के सब मान संसाव्य होगे । 
. (य-क) (य-ग)-अ १७ ० इस वर्गसमीकरण में अर्थात्‌ 

ये -य(क+ग)+करग - अरे ८० 

इसमें य के मान 


3 एज कै (2 ह “) (कग-आ'रे) 


न 22 २. शकग + गे -- ४एकग + छञ्र 


डे 


क+ग _, २ 
गा + ३:२८ (ह-ग है इ्आ रे 


यहां मूलचिन्हान्तगंत संख्या का घूल स्पष्ट है कि क-गः 
कंज्च्च्य्‌ 

३ मु 
<क इससे बड़ा होगा और क से ग को बडा मान लिया हे 
क्योंकि क--ग इसे घन समभते हैं। इसलिये य का एक मान 
क्‌ आर ग दोनो से बड़ा होगा | 


शं कनन्‍न्ग 
इस प्रकार य का दूसरा मान - __ ्स्ज 











से अधिक आवेगा | इसलिये य का एक मान - ्् हम 


इससे भी 
छोटा होगा | इसलिये वह क ओर ग दोनो से छोटा होगा । 
कल्पना करो कि य का बड़ा मान व ओर छोटा मान ज दै 
तो फू (य) में +००, च, ज और --०० का उत्थापन देने से 
फू (००), फ(च) फ्य (ज) फ(-००): 
+००, - (क' उंच-क क ग बंच-ग ))* 
| के कककि>जयगाग अंग>जव, “०7०० 


॒उरु्०२०.......... समीकरण-मीमांसा 


. यहां तीन व्यत्यास हुए. इसलिये ०० और च के बीच 
व्यक्त का एक मान जो च से बड़ा होगा दूसरा च ओर ज के 
बीच ओर तीसरा ज से छोटा ये तीन संभाव्य मान होगे । 
यदि च ओर ज तुल्य हो तो वर्ग समीकरण में सूल चिन्हा- 
'न्तर्गत खंख्या का नाश हो जाना चादिए इसलिये अर ८० 
ओर कण््ग द 
जब फू (बघ) ८ (य-ञ) (य-क) (य -क)--ग १(य -- क) 
 ऋ(य-क) (य-अ) (य--क) > गे | ७० 
“इसमें जो य-क ८ ० तो य-क 
'ओर जो (य- श्र) (4--कऋ)--ग लय है य(झ+क) + अक -- ग जय 


रात के कृरनन-#०कक- 33७, 


इससे य ८८ नि के न 2 (भर कक +श्गरे 


इसलिये य के तीना मान संभावय हुए | 


यदि च का उत्थापन देने से फ (ये) झनन्‍य के तुल्य हो तो 
स्पष्ट है कि फ्‌ (प)-० इसमें अव्यक्त का एक मान च 
ऊपर व्यत्यास की विधि से सिद्ध होगा कि अव्यक्त का एऋ 
मान ज से छोटा होगा । इसलिये फ् (4)८ ० इसमे अव्यक्त 
के दो संभाव्य मान आने से तीसरा भी अवश्य संभाव्य होगा _ 
>क्योंकि किसी समीकरण का संभाव्य मुत्न जोड़ा जोड़ा होगा 
ई रद्वां प्रक्रम देखो ) | " 


१(२५१---इस प्रक्रम में घनसमीकरण के कुछ उदाहरण 
धक्रिया समेत दिखलाते हैं ।_ डे 


(१) यरे + ध_्य - २० 5० इसमे य के मान बताओ | 


समीकरण के सूलों का आनयन ख्ण्के 
यहां कार्डन की रीति खे प८६, तर >र० 
इसलिये य-( १०+ कब्ज +(१०- ४१०८ )३ 
आसन्न मान से (१०+६४१५०८)* ८ २-७३२-०-- पी ऋोरः 
( १०-- ४१०८ ) ८ -- ७३२ द 
इसलिये ३- २ इसका उत्थापन समीकरण में देने सटे 


समीकरण टौोक होता हँ। इसलिये य का एक मान २ यह 
“ठीक ठहरा 


- २ इसका समीकरण में भाग देने ले ये + शय + १०-८० 
यह आाया। इस पर से य के और दो मान --१--३५. -_..£ 
ये हुए । द 

यहां अ्रटकल से ठांक ठोक ( १०+ «६. १०८ )* ८ ३ + ४ 
और ( १० - )३ - १५- ५/ ३ इसलिये दोनों का योग 
२ यह य का ठीक ठीक मान आता हैं । 

(२) य१-३०/ ३ य--२७० इसमें अव्यछ के मान 
"बताओ । 

.. यहां त८ -२, प८ --२७/२ | इन पर से 


य+८(१+९३/ - १) + (१-० ९६/ - ९) 


'अब अटकऋल से 
रे ३+ १ ३८ रै है: दल 
का हे १८ मी ली 


का बात पल पम सा ब्-र 
२९८२ ३२९/३२ अर 


ख््ण्छे समोकरणा-मीमांसा 


_ है 4/३कर (३-१ ___ 
कोर हैं हू १३ 5 3) जे हक से अंक 2 ५ +- ३ 
इसलिये द 
अल की 
२ 
का १-५. ३ २ मे 
ओर य के दो मान न च्ञाप्राए ये आचबगे । 


जज 
हे (३ ) १२०वें प्रकम में फू (य) के प्रथम खराड में आए हुए 
चर्गंसमीकरण का सूल च कब फू (य)5० इसके एक सूल के: 
ज्ुल्य होगा | ः 
फू (ये) के प्रथम खण्ड में आए हुए वर्ग समीकरण 
(य-क) (य-ग)-अ १ > ० इसमें च का उत्थापन देने से 
(च-क) (च-ग)- श्र 3८४४ उ हे >> कड 2 2७ ४ 3० 4४ 5२६ (१): 


दूसरे खण्ड में भी च का उत्थापन देने से बह भी शून्य के 
द चुल्य होगा क्योकि प्छ् (च) न्"०। 


इसलिये क'* (च-क)+ग/ २ (च-- ग) + रअक गा ८ ०------- (२) 
(१) से अ' का मान जान (२) में उसका उत्थापन देने से 
क्‌ *(च- क) + गा २(च-ग)+ रक ग,/ (च-- क) (च-- ग)- गा 

इसलिये [+*,/ त्व-क) + ग ८ त्व-गज जग 

झोर करे १८ (च-क) लग ५ त्थ-्ज 286 अल कक कक (३ 


समीकरण के सूलों का आनयन सनक 


(२) और (३) से 
द पद आल. 52 ६ _ अक! द हे 
तच ध्ड् गज आन बट +- हे को #०००००० ००० “““६४) 


अग _ _ अक' 
ओर कफ ७ हल घट गे ७- जा के य 5० ३०००००० हे “““**-*- ६५) 


इस (५) से ग्रुणकों की स्थिति स्पष्ट होती है । 

(४) भुज ओर कर्ण का अन्तर, अ और चेत्रफल फ है 
तो भज, कोटि और करण का बताओ | 

मान लो कि भुज्न>य तो कर >य+ञ्र और कोटि+> रे 


डे रे यह ध्ु रे है 
5 30 अल हु “६ की कर-यरे + स्अ्यक्आऋरे 





छेद्गम ओर संशोधन से 
स्अय +अप्य' -४फूरे ७ ० 


अ्ञ का भाग देने से 


३ अं ३ _ 
य कक जम लक टेट कक के मल है 


मान लो छिय>व-- 5 


क्‍ है | 
के ये तवरि-- बरे +_ व -....0_ 
ञ््‌ श्र २१६ 
शछुर द ष्च्रु थ्य्र्रे ध्पर्‌ रे ः 
>यरे+८-वे ---व +-- 
जे ६ छ्य्‌ 


ब्द्रूद्‌ . सपम्रोकरण मीमांसा 
के २ हे अरे. २फः२ 
गरसकयो- ->बर-- बल 
र्‌ ञ्य्र श्र १०घ८ ञ््र 
ब-्यर +- पव+>त<८: ० 
तक ञ््र ञ्ग्र्‌रे ह रे फू 
अडा यदि पं अं अओ +>न>- ते पिवए 2०००म>>ब»9 १व॥--+ सााइकाा (०७ ,पाक 
दि श्र €्न्य अ क्‍ 
अब काडन की रीति से व का मान जान कर उस पर से 
ये का मान निकाल सकते हो | 
है] हु 
(५) अयरे -- इकय -- रखय +रा८ ० 
इसमें यदि य के मान अ, , अ, और », हो और अर -अ, 
पनअ३ “अर हो तो आ,ख,ग के रूप में क का मान निकालो । 
यहाँ अर “>अ; लव -आ३ -. सअस्ल्अरकंआ३ 
झ्रर श्झ >ञ, +अ. + अ ३ +- पर ( रफवय प्रक्रम का 
शवों प्रसिद्धा्थ ) द | 


शक 


>- अ२ ० - हूँ-। इसलिये य का एक मान -ऊँ- हुआ | 


इसका उत्थापन फू. (य) >अयरे + ३कयरे +- रेखय+ रा ८ ० 
कसम देने से 


नहा आओ .. डेक शेख ग- 
०० हआ। वि रेकरे हि न शेखक शक 
.. श्र | ञझ्र अरे 
93 मनन कलम कक मल खत कल पकवान विद क पक तक तल, 
द । .. श्कोे द के 
. रेफर रेख -- --, ग-- ६3532 92 


ञ्रः अर. ग्रे 


समीकरण के घूलों का आनयन २०३४ 


ग- २ + यह अवश्य शल्य समान होगा। इस- 
लिये इसे शून्य के तुल्य कर दोनों पक्षों को श्र) से गुण देने से: 
गश्मरे -- इअ्रक ख + स्क ८० 
३२ का भाग देने से 


अर गद्य 
के ... 58288 क्र -- 


न 0० 





यहां त< हल ओर पर - ध्् ऐसी अल्पना कर 
कान की रीति से क के मःन जान सकते हो | 
(६) यी + १ रुप ८ ध्य' +३५ इसमे ये के मान बताओ । 
इस उदाहरण को सास्करायाये ने अपने बीजगणित में” 
लिखा है ओर इसके उत्तर के लिये लिखते हैं कि ऐसे उदा- - 
हरणो के उत्तर के लिये कोई विधि नहीं केवल श्रपने बुद्धि 
बल से कुछ जोड़ घटा कर उत्तर निकालो । 
उन्होंने नीचे लिखे हुए प्रकार से उत्तर निकाला है 
या + श्र्य ८ द्यर" + ३४५ 
ह_य +८ इसको दोनां पत्तों मे घटा देने से 
यरौ-ध्यर+श्यय-घक् रे... 


वा (य-रो  ज+२७ 
घनपूल लेने से द 
य-२करे .. य८५। 


बल य का यही एक मान. निकाल कर रह गए हैं। आगे 
कुछ भी विशेष नहीं लिखा 


२०८ समीकरण मीमांखा .. 
_ यहाँ एक ही पक्त में सब पदों को ले आने से 
य-हय' +श्य्य- ३५० ० फ (य) 
इसके परिच्छिन्न मूल ले आने की युक्ति से अन्त पद को 
'निःशेष करने वाली संख्या «और ७ हैं। और फ (१)- र८ू 
नयदह ७-१६ इससे निःशेष नहीं होता और «- १८४५ इससे 
“निःशेष होता है इसलिये परोक्षा से परिच्छिन्न मूल केवल «» दी 
'है । य--« का फू (य) में भाग देने से 
य-य-+७-० | इस पर से य के और दो मान 
हैं लक 9 
रे मं 
_ यदि यहां ३&वें भप्रक्रम की रीति से दूसरा पद उड़ाने के 
सिये य-व+ २ तो ऊपर के समीकरण में तीसरे पद्‌ के भी 
उड़ जाने से उसका रूप ्््ि 
वर“ २७ ० ऐसा हाता है जिससे व > ३ 
ओर यजव-+२८३-- ६५८५ | ३. 
इस पर से ऊपर की युक्ति से य के और दोनों मान आ 
जायेंगे । 


ये असंभव श्राते हैं । 





अभ्यास के लिये प्रश्न 
१। य*-ध६य-४८० इसमें य के मान बताओ | 
२।३*-ध्य- २८०० इसके सूल बताओ। 
'३ । नीचे लिखे हुए समीकरणों में य के मान बताओं;--- 
(१ ) र्यरे + ध्य- ३८ ० 
(२) शेयर - इयर -- ४८० 


परिच्छिन्न मूल... रब्डे ः 
६ दे) बे -श्य८ - ह 
( ७) य- श्श्यरे - रेशेय + ८४७ ऊ ० 
(५) यो+इअयरे नरेदआर 
(६) ये + इ्ञय रे + ३ ह्आचर ०. 
. (७ ) यरै-हे (अपर + कर) यरऊ रअ (अर -रेक ) 
४।यदि यर+पय+त८० इस पर से य* ८ क्‍ 
(यरे +अय+क )'* ऐसा समीकरण बनता हो तो प और त का _ 
परस्पर कया सम्बन्ध होगा । उ० (- रुप) >प त | | 
३॥य*+पय +तजू० इस पर से एक ऐसा समाकरख 
बनाया जाय जिसके मूल पहले समीकरण के सूलों से च तुल्य 


छोटे हो तो यदि रण्तचर -- €प चर -पर > ० तो सिद्ध करो 
कि नये समीकरण के सूल गुणोत्तरं श्रेढ्ली में होगे । 


६ ।यर+पय+त+८० इसमें यदि अव्यक्त के दो असंभाव्य 
समान अ5“ क./ ३ ऐसे हो तो सिद्ध करो कि क' +रेअ* +प 


७ । भ्ुज्ञ, कोटि का श्रन्तर २ और जात्य जिभुज का छेत्र- 
फल ६ है तो भज, कोट और कणों के मान बताओ | 


उछ० भणज- ३, को ४, क-5५। 


८।यरे+प,यरे+पश्य+तर० इसमें अव्यक्त के मान - 
यदि गुणोत्तर श्रेढ़ी में हो तो सिद्ध करो कि तप+ >पहे । 


& | यर --यरे + स्य--८८ ० इसमे य के मान बताओ । 





१४ 


२० .. समीकरण-मीमांसा 


चतुघांत समीकरण 


१२२---किसी पूरे चतुघांत समीकरण में य के स्थान में 
एक ऐसे अव्यक्त का उत्थापन दे सकते है जिसके वश से नये 
समीकरण में दूसरा पद न रहें ( ३४वाँ प्रक्रम देखो ) जैसे 
पय*+प,यर+प.,यर +पय+प, 5 ० इस पूरे चतुंघोंत 
समीकरण में ( ३६वें प्रक्रम से) यदि य२- -र्व-- तो इसके 
उत्थापन से अब जो र का चतुर्घांत समीकरणं बनेगा उसमे 
र* का पद्‌ उड़ जायगा | इसलिये यहां पर उस चतुर्घात 
समीकरण में य के मान जानने के लिये विधि लिखी जाती है 
जिसमे दूसरे पद का लोप हो गया है।... 
कल्पना करो कि किसी पूरे चतुर्घात समीकरण को क्‍ 
अय* + श्कयर + इखयरे + ध्गय+ घर ० (१). 
ऐसा बना लिया है। इसमें यदि य पड तो नया समीकरण 
. रई + हचा रे + ४जा-र +अरका-- शेचार ८ ० पेसा होगए ः 
द “““(२) 
जहां चा-> अख - कर, जा -अपेगय- रेशक ख + रकरै, 
क्‍ का ८ अधघ -- ४धक ग + रेख रे | 
ऐसे द्वितीय पद रहित चतुर्घांत समीकरण में अव्यक्त के 
मान जानने के लिये ओलर ( +प७ ) ने कल्पना की कि 
. २८५/प+९/ब+*/भ 
वर्ग करने से 
शो -प्‌>ब--भ८ २ (+/प-व +९/ प.भ + ५/ब-भ) 


ह चतुर्घात समीकरण श्श्शः 
फिर क्रम से वर्ग और लघु करने से. 
२*-- २(प+व +भ)र' - झर,/प-ब-भ +(प+ ब्‌+ भरे 
“४(बभ+पब+पभ)+८० 
(२) के साथ तुलना करने से * द 
प+म+भर<८ -रेचा, बनम+पम+पत्र 
 अच्ेझा ,-.-. जा 
भले चार कक नए भर दिये था», 
डे ४ ०४ *“पनच ब्य 
इस पर से एक घन समीकरण बनाने से 
ञ्र ज्ञारे 
टर-३ चाटरे + (5 चारें-- का) ट--. ० ऐसा हुआ 
(३) इसमे क्रम से जो ट के मान होंगे वे कम से 
_ प,ब और भ के मान होगे । 
(३) का थोड़ा सा रुपानतर करने से 


हे ४ हे अप्झा अचप्का- 
टरे ३ चाट -+ ३ आरेट-- चार - चा कम हक नल चचा्‌ 





श्क्ला जार 
(ट न चा) न “7 चाचा... हल 5 ० 





ध्ड (ट हज चा) हे 


इसे ७ से गुण देने से 
४६८ + चा)* - अरे रा(ट +- चा)+अरैेका चा - जा * -- ४चा रै ८० 
इसमे यदि अप्ाचा--जारे -- ४चारे -अगशेछा | 


रश्‌र समीकरण-मीर्मांसा 


जददों छा प्रखव+ २कखगर-अगरे - घ॒क रे “ खर तो समी- 
करण का रूप द 
४(ट+ चा)* >अपेका(ट +- चा) + अर * छा ८० 
इसमे यदि ८+ चा >अप्वब ता 
ध्ञ- पर _->अग्कापष+अरपैछा ८८० 
इसमे अ* का भाग दे देने से 
४अच्षरई ..असापष-+छा ८ ० “८ ***-- (४) 
ऐसा घन समीकरण उत्पन्न हुआ, जिस पर से घन समी 
करण की युक्ति से ष के तीनों मान व्यक्त हां जायेंगे। प के 
तीन मानों के वश से द के भी तीन मान आवेंगे..._ 
क्योंकि 5+चा >द- कर +अखज>अप्प 
ट्रक “अख+अ'े 


यदि ष के तीन मान क्रम से ष,, घ३ और प, मान लो तो... 
प+के-अख+अप्प, 

/ बजरूकर ->अख+अस्ष, 
म>करे -अख+अच्ष 
इन पर से 
र>*“करे - अख + अच्च , +९/करे - अख 4 अ्य 
+%“कर -> अख + अप, सूल चिन्हान्तगंत संख्याओं के घन, 
ऋण के वश से दो दो प्रकार के मूल आयेंगे इस लिये सब 
घन सूलो के लेने से एक, सब ऋण पूलों के लेने से एक एक 
ऋग, दो दो घन लेने से तीन, एक घन, दो दो ऋण लेने से 
तीन, इस तरद्द से र के आठ मान आवंगे । इन पर सेयके 


चतुर्घात समीकरण “श्र 
भी आठ मान आयेंगे परन्तु चतुर्घात समीकरण होनें से य के 
चार ही मान आने चाहिए | इसलिये तीनों सृज्रों को ऐसा 
अरदरण करना चाहिये जिसमें ,/पव-म+- (यह समीकरण 


खत्य द्वो | क्योंकि वर्ग कर देने से प-ब-म ८ हक इसमे वास्तव 
चिन्ह के लुप्त हो जाने से ऊपर आठ मान आ गए हैं । 
अब «/प.बभ २+- दर इसके वश से माना को चुन लेने से 
१८ पबभ ८ 4८ १(-५/ब) (- ९८५) - 
५“ ब(-*३८प) (-«/५) ५/भ (- ५/५) (- »/ब ) 
+५/प 4/व «/भ | 
यदि ./प,२/ब,२/भ ये समझ कम में अपने एक ही चिन्ह 
के साथ हो तो ये चार स्थितिश्राँ होगी । 


.. /7 /»“ /- ज्ञा जा 
अथवा ५“पश५“ब*/पम ४ ++-- इस से ५/मभिद८- ---- - 
द र . २१५/पव 


सर सा ज्ञा 

यह जान कर २८ /ब१+ २/ब - -->+-+- 
द ५“प्‌+ ९/ब सुलह 78 

अब इस पर से निःसंशय र के चार मान आ जाय॑ंगे | 

.. दोनो सूत्रों को धन लेने से एक, ऋण लेने से एक, पदला 
धन, दूसरा ऋण लेने से एक, ओर पहला ऋण, . दूसरा धन 
खेने से एक, यो र के चार मान होंगे जिनके वश से य के भी 
चार मान आ जाय॑गे | की 20% 


हट समीकरण-मीमांसा 


... र के चार मान यदि २, , २२, २३, २, क्रम से ये हैं तो र के 
' अतुर्घात समीकरण में २* के पद के न रहने से स्पष्ट दे कि 
६, मौ, रन र् न रे ३ न र., ८: ० 


और ऊपर की युक्ति से 
पक २५/प१५/ ब 





ज्ञा 


र८+-*५“प- «बरए बाय 


५“प+ */वब + नाक 7 


र, ८ «५८प्‌- «ब+॑ किक 


इन पर से... 
र +-र३८-२५८पघप, र, +र२,, ८ २५/ प्‌ 
(र२२+२३) ०( २२+र६ ) >श्ृप 
इसी प्रकार (९, +र२,) ८ ( २ +र,, )' > ४व 
(र२/+र२)  ८( २३+र२५ ) ८ ४म 
इन पर से भो र,, 7५, २३; र५ ये ५४प+ ५/ब,५/भ इनके 
रूप में आ जायंगे | 
यादिं दिए हुए चतुर्घात समीकरण में य के मान अ,, अ, , 
>अ, , अर, हो तो (१) समीकरण में र>अय + क | . इसलिये .य. क्रे 
चारो सांनो, का उत्थापन य के स्थान में और र के चारो सानों 
का उत्थापन र के स्थान में देने से 





चतुर्घांत समीकरण - र२१५ 


अश्य, +क ८ | ९प ज+ ब -«/भ]) 
अश्नर + के ू८--*८प+*/ब-*/भ | (५) 
 अञऔ +क -*”प-*७“ब+ ९/ भ 
अञ्, +-क - ८5 «/प१+«/ब+<«/मभ) 
इन पर से प, व, भ के मान 
ञ्रे है) 
पघू ऋ“॑-(आज+आओआअर >अ, +अ, 
शा व १० | 
हे क्‍ 
च्‌ नर अर, न अ “आन अं )' “००-०० **न 5) 
कार ९ | 
॑ ऋआजाए ६३ न्‍अर अं ३ अर ) ] 


(५) में दो दो का अन्तर कर आपस में गुण देने से ओर 
प्‌, ब, म के. रूप प,, प३, प५ इनके रूप में बनाने से 
४(ब -भ)-४्ञ्र (घर --प३ )--अप (अर -- अ )(अ, -- »,) 
४(म-प)८४अर (घ --प ,)5- अप (अ, --अ,)(अ. - अ५) > ७) 
४(प- व)>४ञ  (घ, >-पघ.)-->अ  (अ, - अर. )/(अ -- अ, ) 
(४) में दूसरे पद्‌ के न रहने से प. +प +ंप३ ८ ० 
इसलिये (७) में परस्पर घटाने से... 
शरप ३ ८(अ३ - अर, )(अ३ 7 अंश) -सि: “ अर अ३ “ अ) 
श्रप ८२(अश अर) “:अ३०)- (अर - अ३)(अ/ “ अ५) (८) 
१२३ ८(अर“अ३)(अ -“ अ,)- (अ३ “7: अ ()(अ२ -“ अ ७) 
इस प्रकार (५),(६),(७) ओर (८) से आपस के सब परक्तर 
के सम्बन्ध जान पड़ते 


. श१६ .. समीकरण-मोीमांसा 
(३२) समीकरण को ओलर का घनसमीकरण कहते हैं 
ओर (४) को अपवरक्तित घनसमीकरण कहते हें 


ऊपर के समीकरण की व्याप्ति के लिये कुछ उदाहरण 
क्रिया समेत दिखलाते हैं 


उदाहरण--( १ ) आय + ६आ ये + ध्आाय+ आर, ज्ू० द 
ओर आह«्यर + ६आ,यर- श्ञा,य + आ,, 5८० 
इन दोनों पर से अपवत्तित घन समीकरण एक ही होगा । 
..._चहाँ स्पष्ट है कि पहले समीकरण में जा--आ, और दुसरे 
खमकरण में जा-+--आ३ इसलिये जाए का मान दोनों में एक 
ही होगा ओर अवत्तित घन समीकरण में व्यक्ताडु के मान में 
जाए आता है। इसलिये दोनों समीकरणों पर से अपवर्चित द 
सघनसमीकरण एक ही होगा । 
(२ )य* - दृदनयरे- ८य२/द्३ + मई + नई _ इदमन 
+ रे(४मन-दोे) ८० 
इस पर से अपवतक्तित घनसमीकर ण बनाओ ! 
यहाँ दिए हुए समीकरण के रूप से. क्‍ 
जात >द, जा> न: २२८८९ +मर + न से _ इद्प्न 
ओर अपेका--३चा रे ३(४मन-द* ) 
अरप्कफा > श्श्मन--श्द* + ३चारे 
ऋश्रेमन 
इन पर से अर्का चा - जा है -- श्चार 
ज्ञछ 


चतुर्घांत समीकरण शक. 


हू -अश्रक्ाद - शद्‌र -- श्म * -- एन + १ रदमन + छद रै 
-< - श्रदमन- ४द्‌रे -- ४मरै -- एन ३ +- १ शदमन + हद है 
द |ऋ-“ए४(मंर+नरे), अऊ> रे ऐसा मान लेने से । 
इनका उत्थापन अप्क्तिंत घनसमीकरण में देने से और 
४ का अपचतन देने से 
ऐ- रेमनपच- (मर +नर)- ० पऐेसा हुआ | 
(हे) [ य*- हृदय +रे (४मन-दर) | 
चजन्१४ ( दरे +मरे +नरे- सन )यरे 
इसमे य के मान बताओ । 
यह समीकरण अश घात का है, इसलिये य के आठ मान 
. आवबंगे । ओर दोनों पक्षों के मूल लेने से जो चतुर्घात समी- 
करण होगा उसमें य के चार मान आवेगे। सूल छेकर सब 
पदों को बाई ओर ले जाने से सर्मीकरण का रूप 
“ देय “पय./दरे + मरे +नरे - ३दसन +- ३( ४सन -- द * )++० 
. ऐसा होगा । 
यह ठीक ( २) उदाहरण के ऐसा हो गया । इसलिये इस 
पर से अपवत्तित घनसमीकरण । 
क्‍ परे -- १मनव - (मर नर )ज० 
काडन की रीति से त८ -(मस+नहरै), पतर - रेमन 


इन पर से. र२- । न ि तप (कम 
ओर मो . आना | 7-० 3५ + (लत 


 औश८ 





इसलिये पु. ्म+न, प. >धाम + घा न, ष३.८ था मं + घान 
ओर ये >«८द्म्मन+५८दाबामय घारेन 
. +*/“द+ घारेम + घान 
सूलों के धन, ऋण चिन्हों के वश से य के आठ मान आ 
जायंगे। 
(४) र२*+ ६चा-र' + ४जा-र+अप्फा - शचा ८ ० इसमें 
यदि र का एक मान 


*द-+म+न+* द-+- घाम+घार न+4/द+घान म+घान 
यह हो तो चा, का झर छ के मान बताओ । 


( हे ) उदाहरण की युक्ति से यहां अपवकत्तित घन समीकरण 
पर - श्मनष-- (मर नर )- ० ऐसा होगा | 
(२) डदाहरण की युक्ति से अ- १ ऐसा मान लेने से 
चा- >दे, का ७ श्रम न, छुऊ -४(मर +नरे) | 


(५ ) यदि चतुर्घांत समीकरण में अव्यक्त के दो मान 
संभाव्य और दो मान अखंभाव्य हो तो सिद्ध करो कि ओलर 
के घनसमीकरण में अ्व्यक्त कां एक खंभाव्य घन मान होगा 
ओर दो अखंभाव्य मान होंगे । 

रचा समीकरण जो पहिले लिख आए हें उससे स्पष्ट है कि 
पसी स्थिति में ओलर के समौकररा में अ्रव्यक्त का एक मान 
घन * गावय होगा ओर दो असंभाव्य । विचारने में यह बात 
मान ला. ) कि चतुर्घांत समीकरण के दोनों संभाव्य सूल 
आपस में तुल्य नहीं हैं । तुल्य मानने से व्यभिचार हो 
जायगा । व समीकरण से इतनी बातें सिद्ध होती हैं । 


श्र 





यदि ओलर के घनसमी ऋरण में अव्यक्त के सब मान घन 
संभाव्य हो तो घतुर्घात समीकरण में अव्यक्त के सब मान 
संभाव्य द्वोगे । 
.._ “यदि ओलर के घनसमीकरण में सव्यक्त के सब संभाव्य 
मान ऋण दो तो चतुर्घात समीकरण में श्रव्यक्त के सब मान 
 असंभाव्य दोंगे। ओर यदि ओलर के घन समीकरण में अव्यक्त 
के दो असंभाव्य मान हो तो चतुधांत. समीकरण में अव्यक्त 
“के दो मान सखंभावष ओर दो मान असंमसावय होंगे । 


अभ्यास के लिये प्रश्न । 


१ | यदि जा-० और छ5 ० तो चतुर्घात समीकरण में 
अब्यक्त मान केसे आवबेंगे । ह 
२ । यदि चतुघोंत समीकरण में अव्यक्त के दो मान समान 
हो तो खिद्ध करो कि अपवत्तित घन समोकरण में भी अव्यक्त 
के दो मान समान आवेंगे । 

. ३। यदि चतु्घोत समीकरण में अव्यक्त के तीन मान 
समान हो तो खिद्ध करो कि अपवर्ज्षित घन समीकरण में 
: अव्यक्त के सब मान शून्य होंगे। इस दशा में का८०, 

छ ८-० दांगा ! 
“७ | यदि चतुर्घात समीकरण के दो दो सूल् समान हों-तो 
सिद्ध करो कि ओलर के घन समीकरण के दो सूल शून्य -होंगे 
ओर ज ओर १२चार -अ्र का ये भी शून्य होगे । ०. 
५ । सिद्ध करो कि यदि चतुर्घात समोकऋरण के सब सू ल 
उखंभाव्य .वा अखंसाव्य हा तो -अपर्वाकत्तत घनसमीकरण के 


 छर७० : समीकर णणन्मीमांसा 


“ सब सूल संभाव्य होंगे। ओर इसका विपरीत यदि अपचत्षित 
. घन समीकरण के सब घृत्न संभाव्य हो तो चतुर्घात समीकरण 
के सब सूल संभाव्य वा असंभमाव्य होगे । 
६। यदि चतुर्घात समीकरण मे अव्यक्त के दो मान 
. खंभाव्य ओर दो मान असंभाव्य हो तो खिद्ध करो कि अप- 
* चत्तित घन समीकरण में अव्यक्त के दो मान असंभाव्य होगे । 
“ झोर यदि अपवस्तित घनसमीकरण में अव्यक्त के दो मान 
असंभाव्य होंगे तो चतुर्घात समीकरण म॑ अव्यक्त के दो मान 
संभावदय और दो मान असंभाव्य होगे । 
७ | यदि चा धन होगा तो चतुर्धात समीकरण में अव्यक्त 
. के असंभव मान अवश्य होंगे । क्‍ 4 
८। यदि रा ऋण होगा तो चतुर्घांत समीकरण में अव्यक्त 
के दो मान खंभाव्य और दो मान श्रसंसावय होगे। 
.. & | यदि चा ओर छ दोनों धन हाँ तो चतुर्घात समीकरण 
में अव्यक्त के खब मान असंभव होंगे । 
द १० | सिद्ध करो कि यदि चतुर्घात समीकरण में अ्रव्यक्त 
के मान अ,, ४र,, अ३ और अ, दो तो अर (अ,-अ, )ऐ 
| ञ््‌ गे ) ( कही जग ) ( आ/ “ अ ) ( अर >-अछ 2» 
हैं अ३-"अ५ ) 7 5: २५६ ( कार -- २७छ * )। १२२व प्रक्रम में दिए 
हुए (७)व समीकरण से ओर ४१व प्रक्रम के दुसरे उदाहरण के 
अन्त में जो समीकरण का लघुतम रूप है उससे यह प्रश्न सिद्ध 
दो जाता है । 
१४२३---श्रोलर के घनसमीकरण में प,ब और भ के जो 
आन आते हैं जिनके वश से पहले र के आठ मान आ जाते हैं. 


चतुघांत समीकरण रह : 


फिर विचार करने से चार मान अशुद्ध ठहरते हैं और चार 
ठीक उनके जानने के लिये छोर भी कई एक प्रकार हैं जिनसे 
बिना खंशय र के चार भान आ जाते हैं। पिछले प्रक्रम में जो 
प्रकार लिख आए हैं उनसे बुद्धिमान अनेक कल्पना कर सकता 
है, इसलिये व्यर्थ अंथ बढ़ाना नहीं चाहते अब चतुर्धात 
सम्ी करण को दो वर्ग समीकरणों के गुए्य शुणक रूप खण्डों 
में केसे ले जाना होता है इसके लिये दो प्रकार दिखला कर 
यह अध्याय समाप्त किया जाता है | 
प्रकार--( १ ) कल्पना करो कि 
अयरख + ४कय रे + ६खय ऐ + धगय + घ ८ ० 
इसका रूपान्तर द 
. (अयरे+स्कय+ख+ स्अ्ष )१ - ( स्मा-य+ना )हऐ 
ऐसा द्वोता है । - क्‍ 
दिए हुए समीकरण को अ से गुण कर इसके साथ समी- 
करण के रूपान्तर की तुलना करने से 
मारे >कर -अख +-अपेब, नारे - ( ख-+ रेअप )* -अब 
माना > फे ख -अग +- स्यञक प 
मा को ना से शुण कर उसमे माना ऋा वर्ग घटा देने स्ते 
श्ञअपषरे -- (अघ -- ४क् + रेख' अप +- अखघ +- रखरक 
का द “अंग -- घक  -- ख है -- ० 
यद्द पिछले प्रक्रम का वही अपवत्तित घन समीकरण बन 
जाता है। ५. ॥ 
इस पर से पष के तीन मान १, , ५. और प, पिलेंगे फिर 
उनसे मार,मा-ना और ना भी व्यक्त हो जायंगे जिनसे मां आर 
“ना के मान सी जान सकते हो । 


शर२ . समीकरणा-मीमांसा 


इस युक्ति से चनुर्घांत समीकरण का' 
( अय +- रकय +ख+ रेअप ) - ( रमा-्यकना ) |. 
८5६ अयरे + २(क-मा)य+ख + रेअबष - ना | द 
([अयर +#र(क+मा)य+खकरअपकना ०० 
इसमे प के स्थान में ष,,प२,प३ का उत्थापन देने से तीन 
खोड़े वग समीकरण के गुरुय गुणक रूप खणाड होगे। 

. चतुर्घांत समीकरण में य के जो मान श्र,, अ२, अ, और 
अ# ये हैं उनमें मान लो कि पहले एक जोड़े वर्गलमीकरण से 
क्रम से अ., अ, ओर अ, , अ, दुसरे जोड़े से अ३, अ, और 
अ२,अ, ओर तीसरे जोड़े से अ,, अर ओर अ,, अ, ये मान 
आए तो २५वें प्रक्रम के प५व॑ पसिद्धार्थ से 


खर & 3 कल कक हा (क बी )5 अं ऊअ,; छछ (क “ मा), 


5 ज्भक-मा३) 


अः्फआ/त-्भ (किफमा,)) अ३ केंआ: ८ “7 (क+मा३)) 


ख३ ना अआ, नर (क पा मा), 


जहां मा, >५/८कर -अख+अरेष, , 
मा२०५/करे -- अख+अष. , 


 मा३ ८5 «५/करे --अख + अप्य 


किक 


दो दो समीकरणों को परस्पर घटाने से 


चतुर्घांत समीकरण... २२३: 


सा 
अर +अ३>अ, >अ, २ ४---६, अ, +अ, >अ, -श्र, ८ ४२ 
। ञ्ग्र 


और दिए हुए चतुर्घात समीकरण पर से 


इसलिये 
अञ्ञ +क ८ >मा;+मा +मा३ 


अञ्ृ, +क ऋमा, >-माइ ऊ+माई 
अञअ३ +के मा, +मा, -मा३ 
अञ्ज, +के ८ मा, -मार -मा३ 
इसकी तुलना १२२कैपक्रम के (५) समीकरण से करने मेँ 


स्पष्टनहोता है कि ओलेर के घनसमीकरण में जो प,त्र,म है वे 
क्रम से माँ , मारे, माः इनके समान हें । 


श्द् ४-६ इत्यादि को परस्पर गुण देने से 
( अर पी अ३>अए “अ७ ) (अ३+अ. >अ२ -अ, 2 
(अ, +अ२ -अ३--अ५ )>:६४ मामा. मा, ऐसा होगा | 
फिर श्श्श्व के (५) समीकरण से 
अनञ, +कर-4५८प+५२/८ब+५/मर> >मा, >मा३ मा 


क्‍ जा्‌ 
इसलिये ५८ प२“बश८भ  +- मा माशमा३ ८ ८ व 


जप जा 
* * मोस्मा३,मा३ २-- 
हि 


श्श्छ सलमीकरण-मीमांसा 


इस पर से मा, , मा३, मा३ इनका कैसा चिन्द् अहण करना 

चाहिए इसका भा विचार कर सकते हैं । 
ज्ञा | 

श्मा, मार 


इसलिये य के मान जानने के लिये केवल 


पिछले समीकरण से मा, ८ 


अय+करनमा/ +मा३-< क््न का - पेसा समीकरण बना सकते हैं क्‍ 
सा३०२३/करें--अब + अरब, और मा ८२/कर>ब्क्ष+ तर 
इन पर से मा, और मा; के धन और ऋण मान लेने से 
ऊपर अय +क में परस्पर उत्थापन देने से चतुर्घांत समीकरण 
में य के चार मान आ जाय॑ंगे | - हु 
दो राशिओं के वर्गान्‍्तर के रूप में जो चतुर्धात समीकरण 
ऊपर बनाया गया है वह बडुतों के मत से फेरसी ( 7८4० ) 
ओर बहुतों के मत से सिम्पसन (57 77907): की कल्पना है। 
प्रकार--( २ ) कल्पना करो कि क्‍ का 
अयर -- एकयर + धद्खयरे + श्यय +- च -- ० 
इस चतुर्घात समीकरण का रूप है 5 & 
अ(यर+रपय+त ) (यरे + रप'य +त' ) यदि ऐसा हैतो . 
दोनों खणएडों को गुणने से और दिए इुए समौकरण के साथ 
'जुल्नना करने से द 


के क्‍ 
प्र+प/+२:- त+त+ एपपफ ८ ६-० पत/+पत ८ री... 
श्र ञ् श्र 


__प 
त्त त्त्ा कि व जी कल अर कक जब कक दकले लक ४० कक क 00 25 ( 4 ) 


चतुर्घात समीकरण श्स्पू 


अब इन चारों समोक्रणों से यदि वाचवचां समीऋऊऋरण 


क्‍ पप/ >फि, वा त+त”>फि ऐसा बन जावे तो-पप'त 
और त' इनके मान व्यक्त हो जायेंगे । 


यदि फल ् फ ता त+त' ) ऐसा मानों तो 
बहुत खुभीता पड़ेगा। | 
(१) समीकरण से यहां 





है. ख़ ध्ण्गाः रे र्‌ य्ड क्र 
प्त हि प्त' न श्प्र्कृ 2828 कक ब्श्प्प्या +- सनक फि 
च्य्ः श्य्र 


ओर (पर +तरें) (प१९ +त/रे) ८ (पत -प'त)* + (पत + प/त * 
इस खसरूप समीकरण से 
. इडैश्रौैफिस्-अमाफि+छा+< ० 
ऐसा अपवर्ज्षित घन समीकरण बन जायगा | 
इस पकार से फि के मान से पप' और त+त' व्यक्त हो 
जायंगे। फिर (१) समीकरण से प, त, प', त” सब व्यक्त हो 
जायगे। 
(१) प्रकार में 
स्पष्ट हे कि. 


किन 8... 


! दो व समीकरण उत्पन्न हुए हैं उनसे 


थे 
(>] आप “ना 
अ. अ॥ -८ कऑ€ ध्वा- 


चर, अं, न्‍्य 
्ु डे श्र 


> श्ख 
सी ऋ आर न, अ, ८ ढ्प, कूल ञ्न | 


शप 


शरद समीकरख-मीमांसा 
और (२) प्रकार में वर्गलमीकरण के जो खण्ड हैं उनसे 
४पप/ > दो दो मानों के योग का घात । इसे दो दो मानों 
के घात +-- में घटा देने से 


द ध्स 
अर नी अश्आ न झा 7 ध्प प/ 


धप्ख श्ख 


के 2त++ -- ४फि 
ञ््परू 
हर ख 
चल शप्फ्त ३ नु-। >--+»« 
ह श्र 


इसलिये (१) प्रकार में जो ष है वही (२) प्रकार में फि है । 
इस पर से यह भी सिद्ध होता है कि ष पर से जैसा 
झपवर्सित घन समीकरण बनता है वैसा ही फि पर से 
भी बनेगा। 
. १५२५४--नय + धचाय रे + ४जा य + अप्फा--रेचारे ८ ० 
, इस चतुर्घात समीकरण की यदि 
. ६ ये + श्पवय+त ) (ये - श्पय+त” ) 
पेसा रूपान्तर कर तो इनके घात को दिए हुए समीकरण 
के साथ तुलना करने से 
त+-त(-- शपरे ८ दैचा, इप(त' -त) ८ ४जा, तत”  अपक्का- रेचारे 


अथांत्‌ 


जा 
 त्त+ता ऋ हचा + ४प , त(ते न तत' >अपेझा » रेचारे 


चतुधोंत समीकरण रश्४ 


प के रूप में पहले दो समीकरण से , 








जा्‌  शजा 
8चा + ७प -..- द्रव ६चा + एप +- ज्क 
> हद ते के । 
२ र्‌ 
जा 
६चा + ४परे -- च्न ६चा-- ४प + घन ह 
हे 0 ब्‌ 

 । त त्त सवा ४9४४ 2 इ द 
हर नअ्प्कफा-१चाों 
इस पर से 


६४प* + १६३२८ १ २चा प* +- 
४ (३६चा' -- इआ का + १२चा *)परे - १६जारे -० 
वा ४पर+१२चाप* +(१२चारे--अच्का)परे -- जारे ८ ० 
इसमें यद्‌ अपेफि > परे +च- ३ ( त+त”- रचा ) इसका 
उत्थापन दे ओर अर का भाग दे दो तो वही अपवर्सित 
घन समीकरण | ह 
बेआ फिर -अकराफि+ छा > ० ऐसा हो जायगा। 
इस पर से भी ऊपर की युक्ति से य के मान व्यक्त हो 
- जायंगे। यह डिकार्टिस की कल्पना है । 
१(२२---अय* + शकय है + ६सय * + एगय +घ ८ ० 
इसमें यदि य>ज र+थ तो समीकरण का रूप... | 
अज र“+श्स (जररे + इस,जपरप + एस जर +- स, ८ ० 
जहां स, >अथ+क, स३ >अथरे + श्कथ +ख, स - 
अथ + रेकथर + रेखथ + ग। अब यदि यह हरात्मक समीकरण 
हो तो ७७वें प्रक्रम से द 


श्एंट समीकरण-मीमांसा 


अ्रज" >स,, स,जर >सझज 

स असर 
इन पर से _*>जर और -*+-८स,, क्‍ 

हो हे हि े क्‍ न 
् रे तर 2 
. असएपे--सर स, ८ ० 

कक से जरे - ३ __ वध +रेकथ +रेखथ+ गे 
अथ+क 


भ्श् 


475... 


इस पर से ज के विरुद्ध चिन्ह के दो मान आवेंगे । 
2२६-.-.यदि किसी न घात के समोकरण को 


न(स-- ₹ हे 
सर न्‍्अञयत न नस ञ््रु हि रु न ( ) आय रे न # ० + ७ कक कक कक कक आप 
बे 


+नअ यक अत ला ने (१) 
इस प्रकार से लिख ओर यदि न के स्थान में न--१ इसका 
उंत्थापन दे तो पूर्व संकेत से क्‍ द 
सं _ २ भञक्यो * -+ (न- शोअश या * +---- (न - १)अ,-..स्ये 
+ अं 
स ल्अक्य + सेअ ये + रेश, य+ अ ३ 
सर ८5अक्य' + स्ञ ,य-+- अ_ 
स, >अयन-+अर,; 
स५ ८०, । 
स. का प्रंथमोत्पन्न फल बनाओ तो 
क्‍ जया ० 0 8 २) ये: 


गे 


नर अक्याी * +(न- १)अ ,य 


चतुर्घात समीकरण श्श्छ 
>नस._.. ऐसा होता है। क्‍ 
यदि (१) में य के स्थान में र+च का उत्थापन दे तो 
सत्न>आ रो +नआ , रे! + (आर रे + ००००००००७४-+*- 
+ नआ.._ /र+आ' 
जहां फू (च) -आ_ , फ (च)- न आ.._, सु 
ओर आ, रअ, द 
आ, . ऋअश्च+अ, 


आ, जरञअल्चर -- रअ ,च -+ अ+, 


७9 कक के. "»फ।!%!%8७8 अ# फे ऊ+ $ क क कक मा कर के क के के ५ का कं क कक कक क के 


अब यदि ऊपर के समीकरण में रन*-* यद का लोप 
करना हो तो 


ण हे 


आ, >आ०च+अ/ 
” च्च मा लि 
| ञ््रु 
इसका उत्थापन आ. , भ्रा, ,--- इत्यादि में देने से 


| आर, बे « ञ्र 
क्‍ ञ५ ञआ 


अ अर --अपे 


"०(-0)+२०(- १7) २७(-है + ०, 


अरेश्, -रेशअ अ अर + रेअने ग 


हर३० समीकरण-मीमांसा 
इस प्रकार से आ ,, आ., आ, इत्यादि के मान लाघव से 
जान सकते हो । 


श४५७---१५५वें प्रक्म में असर -- स*स,, - ० जो यह लिखा 
गया है इसमें स, ओर स, के मान स; ओर व्यक्ताड़ों के रूप 
में लाकर उत्थापन देने से 


श्ञासर +-(अप्फा-- १ चार ) स' -- दजा चा स, “जा ८ ० ---(१) 
ऐसा दोगा क्योकि 
स, >अथ-+क 
स. 5>अथप -+- र्कथ +- ख 
क्‍ >्श्रथरं +- श्कथ + शेखथ + ग 
«« अप्स, >अग्थर + श्कअ थे + शेखअ 'थ +- अपग 
क्‍ न्थ्वथरे -- शकअपथरे -- इक अथ -- क  -- शक ' अथ 
“कर -+- रेखञअप्थ -- अ ग 
न(अथ-+-क) -- शेक अथ - श्क + श्खगञ्म' थ -- श्खञ्नक 
द +अप्ग + रक* -- २खअक 
सूस/ -- रेक  (अथ +- क) + रेखआ(अथ + क) + रक * 
+ अर ग- २ेखअक 
+सह +- रेस, (अख- क* ) + रकर + अ' ग-- रेखअक 
रा +सा/# + रेचास, +जा ( १शश्वां घ॒० देखो )--*--«(२) 
“इसी प्रकार क्‍ 
स 5 अथ* + ४कथर +- ६इखथरे + शगथ + घ 
«»» अगस, ८अ्रप्थर + ए४कअ रै थ* +- €खअगच्थर + शगश्र रथ +- अरेघ _ 


चतुर्घांत समीकरण _ ररेह 


सञ्ंथर -- शकअन्थर +- एक अप्थर +- ४क * अथ + कई 
“ सक अचप्थर -. ४क रअथ - क * + हखश्न रथरे. 
+ धंगअन्थ-+- अच्ध 
८(अथ+क)९ - ६क 'अपप्थर -- १ रक * अथ -- हक है 
न पक अथ +- शक  + इसअ “थे -- एगञअ न्थ -- अच्च 
नस -ह8करे (अप्थर + सञ्रकथ +- के )+- ८क रे अथ 
के झक्र * -रेक * + इखञ प्थर + ध्यञ्वगंथ +- अर्घ 
ऊससऊ - रक सर + इजख (अप्थर + ३ञअकथ +- क * ) 
“- ६ अप कखथ -- इञअक  ख +- ८क * अथ +_- पक ४ 
+ देंगअ थे +- अच्च 
न सटे + ६इचासप + ८क (अब +- के) + ध्ञ पे ग[अथ + क) 
“ डअ कग -- १ ९(अथ +- क)अकख +- ६अक पख 
“रेफे +-अन्‍्ध 
' «सं + इचासर +-४( अथ--क ) ( रकर +अपेय 
“ रेअकख )+ अरब + इश्क ख - छञ्र कय - शक 
नस + ६चासले + ४जास , +अ' (अब - ४कय + शेखर ) 
-रेअपखरे + ६अक ऐेख -- इक* 
+ सटे + इचासरे + ध्जास, +अप्स्का 
ः “-र३( अप्खरे -- स्अखक रे +कर ) 
नस + इचासरे + ४जास , +अप्क्का- २(अख -- करे रे 


' रूस + इचासरे + ४जास | +अ्र झा-- रेच रे - - ००«* (३) 


श्शश संमीकरण-मींमांसा 


(२) का वर्ग कर अंग का भांग देनें से असर का मान 
आंवेगा उसमें (३) की से से गुंश कर अं* का भाग देकर घटा 
देनें से (१) उत्पन्न हो जायगा। 


रे 
(१) में यदि स, - अंथ + क ८ प्रच्-क इसका उत्थापन दो तो 
द श्ञरैषरें - काअवब-- छा ८ ० 


यह वहीं अपवज्तित घनसभीकर ण उत्पन्न होता है जो कि 
१२९वें प्रक्रम का (२) समीकरण है। 

इस प्रकार हरात्मक समीकरण पर से चतुर्घांत समीकरण 
भें अव्यक्त के मान जानने के लिये मिं. एस. एस. ग्रीथीडः 
(07 5. 5. (5762/९60) ने कल्पना की है (566 (2779 7त28९ 
3४०77, ]0प्ाा8!, ४0] 4) ] 


. याद चतुधांत समोकरण में अव्यक्त के मान क्रम से अ,,. 
अ२, अ३, अ, ये हों तो इनके रूप में ज ओर थ के मान इस 


अकार जान सकते ह। 
यर>जर+थ। इसलिये यदि र के दो मान र,, र३ हो तो 


झौर र के मान -- यू  होंगे। इनका उत्थापन य के मान में 


बेन ले रर र२ 
श्प्र नजर, +थ 
अ. >जर, +थ 
अर -जक....- थ 5 
व्ज--+थ 
रु 


चतुर्घात समीकरण २३३ 

इसलिये क्‍ 

द | (ं ४5 थ) (श्र छा थ) घट (६2 । २ + थ) (अर ड्‌- थ) नर ज्ञ्‌रे 
जिससे 

थड5डड 


ओर 


(अ३--अ ५) (अ३ - ५) (अ/- अ३)(अ३-अ,) 


जप खनन 
(अर कअइाअर ]अ9 ) 


इस पघकार चतुर्घात समीकरण में अव्यक्त के मान जानने 
के लिये अनेक कल्पनायें उत्पन्न होती हैं | 


९२८---इस प्रक्रम में चतुर्घांत समीकरण के क्रिया समेत 
कुछ उदाहरण दिखलाते है । 
(१) य४ + ८यर - ६६य- - रूप्य +- ८० ८ ० इसमे अव्यक्त के 
मान निकालो । | 
१५इेव प्रक्रम के (१) प्रकार से 
आ+>- २१, के + २, ख८ -- ११, ग ८ “२२ 3 में कई म२० 
इनका उत्थापन घनसमीकरण मे देने से 
४ञअ" ८: ४ | 
अघ -- ७०, ४कंग 5८ -- १७६, रेख रे ८३६३ 
“« अ्रघ - धकग + शेख ' ८८० +- १७६ +३६३८४४३+- १७६८ ६ १ ६- 
- अखघ ८ -- ८८०, रकखग ८ ६ ६८, अ्रग रे ८ ४८४, घंक * -: ३२० 
८5  र३३ है 


२३४ समीकरण-मीमां सा 

« » अखघ + रकखग -- अग ९१ --घक * -- ख रै - -..८८० +- ६ ६८ कक 

क्‍ |  » ४८४ - ३२० +- १३३१ ८ ६१४ 
» « शेष र ६१६७ -- ६१५८ ० 


यहाँ ष८१ यह निकलता है, इसलिये इलका उत्थापन 
मा और ना मे देने से 


सक-अख-+--अपब ८ ४ -- ११५ -- १८१६ 
र > (ख-न- रश्नष) २ --अधब ८ (६ - ११५५-२१) --८० ८ १ 
थहां 
सानना ८ कख -- अग + श्ञक्षष ८: -- २२ -- २२ -- ४ -- 9 
यह घन आता है, इसलिये मा5 + ४, ना+ +- १ घा मा5 -- 9 
नस आन है 
इनका उत्थापन वर्गंसमीकरण रूप खरण्डो में देने से 
य*--ण्यर -- इह्यर - बनय +- ८०... 
८६ अय' + २(क -मा)ेय + ख + रझअष- ना ) 
$ अय  + २(क + मा)य + ख + २अष + ना || 
+(य+२(३- ४)य--११५+ २-१ ) 
(ये +२(२+ छ)य-- ११५+ २+ १ ) 
- ्+ ( य' - श्य - १० )( ये + श्श्य-प८ ) ८ ० 
इन पर से यर- श्य--१० ८० ओर यर + श्श्य-- र ८5 ० 
सब य>२-: /६४, शरर य८ ६८ ./उ74.. .. 


(२) य* - १०यर - २०य-- १६८० इसमें अव्यक्त के मान 
बताओ. 





चतुर्घांत समीकरण क्‍ र्श्पू 


१५७व प्रक्रम की युक्ति से क्‍ 
नूर, क्‌ 5८5०, ख ८८ नाक ना “जुड रो म् - ४, घ८ “१६ 
चा 5अख--कर ८ -हैं; का -अघ - ४कग + रेखें ८ --. हूँ 
, जा #अपेग- शेअकख + श्क ै ८ -- ४५, 


स्का“ अचस्फ्ाचा -- जारे -- एचारे ०.१ १८ __ ४६०० ० १७० 
अछा:अप्काचा - जाप --४चा हु 7 रेड +“ईब त5 


इनका उत्थापन फि के घनलमीकरण मे देने से 
श्र फिे -अमर्ाफि+छा८ ४फिर + पु फिक-श+० 
इसमें यदि श्फि>व तो समीकरण का रूपान्तर 


श्वः अप १७० _ ध्वर + ६ध्व-- १७० हु 
क्‍ २७ रथ २७ र्७छ 


«« छेवरे +- ६६व-- १५७० ८८ ० 

यहां परिच्छिन्न मूल की युक्ति खे व का एँक मांन - ३ 
आता है । 
इस पर से फि८ 3 5» - ३ | ओर अपफि ८ पर + चा 
अथात्‌ --३ै पे “छू --पकज्र..- प- १ और त+ २, त < ने य् 
इनका उत्थापन वर्गसमीकरण रूप खणडों में देने से 

४... १५०य -- २०य-- १६ 

5(ये+रेय+२)(यर-श्य-८ )चऊ० 

इन पर से य के ७,-२,- १+५८--३, “ १-«/“- ३ ये 
चार मान आते हैं । 
(३) यन् +परयरे +पश्य +पश्य+ प५८० इसमें जानते हैं कि 


शहद समीकरण मीमांसा 


पह- एप, प३ + ८प३ 5 ० तो य के मान बताओ । 
ऊपर के चतुर्घात समीकरण का रुपान्तर 


(गुल) ) 5-६ 
(पर) | +«५०* करा 


प्‌ 
रे 


परन्तु पड़े ७३६ डेप,प,, शा घ्य्पर्‌ न्न के 


हम पक प(्‌प "० ) 
२४ ८ २९० १९४ 


इसका उत्थापन चतुर्घात समीकरण के रूपान्तर में देने से 
न्‍्टे २ 
न्‍$ य(य+ रा | १ 6 जा - ४.) 
चर है. 
। प(य कि | +प,र० 


इसमे यदि य (्‌य न -) >व तो इसके उत्थापन से व का 

. बुक वर्ग समीकरण बन जाता हैँ जिस पर से य के मान व्यक्त 

हो जायंगे | 

(8) य* + एयर + रेयरे -- रय- ५-०० इसमें य के मान निकालो । 
इसमें ४९-- ४२८४ ५ ३ + ८१३८ ( २)- ६४ - ४८- १६ 


इसलिये 
॒ य +ध्य + रेयरे -- रय-- ५ ८ [य(य+ २)) 
का (  “+ग्ययय+ २३)-- ५ ८ ७ . 


चतुर्घात समीकरण र्श्ेक 


अब इसमें यदि य(य+२)-व तो 


मा 
7 अा आ 8. कप 





ओर ये + श्य > व 
०» येंचन्‍्छ हर +4“ब+१ | द 
(५) य* - पये +गय+ग५/ प> ० इसमें य के मान बताओ । 
यहां समीकरण का रूपान्तर 
ये (ये --प)+ग(य+ «५. प) 
न्य(य+ ९८ प) (यप- ९/ प)+गय+ ९/ प) 
ऋ(य+4/प)यिपे(य-५/4)+ग) 5 » ऐसा हो जाता है। 
इस पर से य का एक मान --५./ प और और मान घन 
समीकरण रूप दूसरे खयड से आ जायेंगे | 
.. अच्यास के लिये प्रश्न 
१ |य* - ध्यरे + श्ये + स्श्थ- ६० इसमें य के मान 
बताओ | 
यहाँ फि> - है ओर समीकरण का रूपान्तर 
(यरे -- श्य+ १) (ये -- रय- ६) ० ( श्स्श्व प्र० का (र) 
ब्कार देखो )। 
२। फू (य)>य* -रय* -- श्श्य पे + ६०य+ ६३०० इसमें 
य के मान निकालो |... द 
_( १२३व प्रक्रम के (२) प्रकार से ) यहां द 
शफिर -- १६/फि-- ४७५० ० इस पर से फि का एक मान ८- # 


ख्े८ द समीक रण-मी मांसा 


ओर तब फू (य)>(यरे -स्य-३) (ये-द््य-२१) 
हे। फू (य)>य* --१७यर -- २०य--६ 5 ० इसमें य के मान. 

बताओ । 

६ शेश्वव प्र० के (२) प्रकार से ) 


हर २१७ ३१८५ रे 3 
' छफिरै फि+-- 55० इस से 
श्फि रे जब में यदि ६८--फि तो 


“ ईश रैट-- ३१८५-८० इसमे ट का एक मान -- ७ 
इसलिये फि--* ओर तब 
फे (य)--(यर-+- ध्य-- २) (यरे -- श्य - ३) 


3। फ (य) तय - ध्यर - €्य* -|- ६६य-- २९-०० इसमे ये 
के मान वताओ । 


अ्रपवकत्तित घनसमी करण मा 
श्फिरै ररैज 23 सह ० ण्सा होता हे 


च 


है] 
इस पर से फि--- 3 तथब 
प्छ (ब)>-(यरे - ११) (यरे - क्ष्य-+ २) द 
४। के (य)चत्य१-पय + रश्यरे - २६य+-१४--० इसके 
मूल निकालो 
यहां प् (य)--(यरे - श्य +- २) (यरे -- ६य +- ७) 
६ै।य +१य+-३5-फू (य)--० इसमे य के मान बताओ। 
* यहा फ्ृ(य)--(यर-य५८६ +३+५/६) (ये +य./६+ ३ ५६) 
७। के (य)जलय -प्थरे -- १ शयरे + ८श्य-- ६६-०० इसके 
सूल निकालो । डा 


' अतुर्घात समीकरण . २३६४- 


यहां फू (ये) > यो - स्य(२+ «./ ७)+ ३५./ ७] 
_िरै- श्य(२-५/ ७)-२९/ ७) 
८्य-- णश्यर -- श्य -- ४४य -- ८४ 5८० इसमें य के मान 
बताओ। क्‍ ः 
&। य* - धयो -> ८य- ३८८० इसमें य के मान बताओ । 
१०। नीचे लिखे हुए समीकरण के घल बताओ:--- 
(क) य४- १ सय रे + ४६ये -- ७दय +- ४० 5२ ० 
(ख) य* - स्अय * “(अरे -- श्क)यर > रअक पय 
.-अप्ेक' -+-० (१श्म्व घ० का (३) उदाहरण देखो) 
शश्।यश कऊत,यर +तल्‍य +त॥य-+-त५ 5-० इसमें यदि 
 त्र्-ततेत, 5-० तो खिद्ध करो कि दिए्ए हुए चतुर्घात 
समीकरण के गुरय गुणक रूप दो वर्गलमीकरण के खरड़ 


होंगे । 


चतुर्घात समीकरण में दो राशिओं के वर्गान्‍्तर में 
ब्र्‌ हर 
(्‌य न य +4/ त ) | 
बम ॥ 2 2 27 5 सै | एसा हागा । 


१५ य* +तल्‍्यो +त/य--त, 5२० इसमें यदि अव्यक्त के 
दो मान अर्:क4/ - २ ये हो तो खिद्ध करो कि 
६०४अ* + शर्त, अप -+ (४तर- श्इत,) आर -तत २० 


तल 
२ आर -ञ- न 
खझोर क के 


डछ०  समीकरण-पमीमांसा 


१२-समीकरण के मूलों का एथककरण । 

१२६--पिछुले अध्यायों में समीकरण के मूलों के विषय 
में ओर घन और चतुर्घात समीकरण के घूल जानने के विषय 
में अनेक सिद्धान्त लिख आये हैं; अब आंगे समीकरणों में 
स्वल्पान्तर से अव्यक्त के आसज्न मान जानने के लिये अनेक 
युक्तियां लिखी जायेंगी । उनके लिये पहले यह विचार करते 
हैं कि दो निर्दिष्ट संब्याओं के भीतर किसी दिए हुए समी- 
करण में अव्यक्त के कितने संभाव्य मान पड़े हैं । 

१३०--फू (य) इसमें - यदि यरूग णऐेसा मानने से 
सफूए (ग)> ० हो तो १८वें धक्रम से फू (प)८ ० इस समीकरण में 
अव्यक्त का एक मान ग होंगा। श्रब यदि च एक ऐसी छोटी 
धन संमसाव्य खंख्या मानी जाय कि ग-च और ग+च इन दो. 
संख्याओं के भीतर ग को छोड़ अव्यक्त का कोई और दूखरा 
मान नपड़ा हो तो १७वें प्रकम से फ्‌ (ग-च) ओर फू (ग+च) 
ये दोनों विरुद्ध चिन्ह के होंगे ओर इनके बीच अव्यक्त का 
शक ही मान ग होगा । परन्तु ११वें प्रक्रम से 


फू (॥-ज) 
' फ् / हि चर // चर * 
न प्ा(ग)- फू (ग) च + फू (गण) रा फू//(ग) शा हा 
रे २ 
- ८४: -- फूः(च्च) चचन॑- फ्' (ग) रर ८ फा' / /(ग चूत ब्युल ४००००» ००००० 
थ 3 ओर फू(ग + च) क्‍ ० ः 
हक ० २ इ् ४ 
न्न्फ (ग)+ फू (य) च + फू (ग) दर + फ/(ग) दा मी द 


७ 


समीकरण के घूलोी का पृथकरण .... छाए 


| ( रे डे | 
हु फू (ग) चने फ़(ग) सर +- फ्(ग) हे भी हलल हनन हा ११० 


अब १श्व प्रक्रम से च का ऐसा छोटा मान मान खकते हैं 
जिसके वश फ्‌(ग) च यह और पदों के योग से चाहे जितना 
. बड़ा हो, इसलिये फू(ग-च) यह - फ्ृ((ग) च इस चिन्ह का, 
और फू(ग+च) यह फू(ग)च इस चिन्ह का होगा। परस्तु 
दोनों में च एक ही है इसलिये ग के जिस मान में फू(य) यह 
शून्य के तुल्य दोगा उससे अव्यवहित पूर्व य के मान में फृ(य) 
ओर फू (य) ये विरुद्ध चिन्ह के होंगे ओर उससे अच्यवहिदतो- 
त्तरय के मान में फ(य) ओर प्झ/((य) एक चिन्ह के हाँगे। 

. १३१--ऋल्पना करो कि न घात का एक फल फस्‍(य हैं 
ओर इसका प्रथमोत्पन्न, द्वितीयोत्पन्न, तृतीयोत्पन्न इत्यादि फत्र 
क्रम से प्द्र (य), प्र (य) ४ ई३३ (य) इत्यादि हे (श०्वां अमेस 
देखो) इनमे य के स्थान में अ को रख देने से जो 

फ( भर), फू, (७9),फ २ (अ),फ  (आ), --- *-**-- है 7260 8 
श्रेढी होती है । इसमें जितनी व्यत्यासल संख्या छोती हे 
उसमे य के स्थान में क को रख देने से 
फृ(क), फू (क),फ २(क),फक ० (क), 2220 0 
इस श्रेढ़ी की व्यत्यास खंख्या घटा देने से जो शेष बचे 
उससे अधिक फ(य)- ० इसमें अर और क के बीच में अ्रव्यक्त 
के मान नहीं हो सकते, उसके तुल्य वा उसमें कोई कम संख्या 
घटा देने से जो शेष बचे उसके तुल्य अव्यक्त के मान होंगे। 
प्ट्(य), फ्ः के (य), ०20००४४४४ ४7% फू. (य) 
श्र 


शछर ु समीकर ण-मी मांसा 


इस श्रेढी में य के स्थान में भिन्न भिन्न संख्याओं का 
उत्थापन देने से किसी पद का चिन्ह नहों बदल खकता जब 
ठक कि य का एक मान उस पद को शून्य करने से उत्पन्न 
हुए समीकरण में अव्यक्त के एक मान के तुल्य होकर आगे 
ने बढ़ेगा । ( १८वां प्रक्रम देखो ) 
फू (य), फ, (ब), फ. (य),--- *-**- फ+ (य) इस श्रेढ़ी में 
चार स्थिति होगी । द 
१--कटहपना करो कि जब यन्‍्ग तो फू (य)८० और 
फु, (य) यद शुन्य के तुल्य नहीं होता। तब १३०वें प्रक्रम से 
ग के अव्यवहित पूष फू (य) ओर फ॒ , (य) विरुद्ध चिन्ह के और 
ग के अव्यवहितोत्तर फू (4) ओर फ ,(य) एक चिन्ह के होगे । 
इसलिये य बढ़ते बढ़ते जब ग से | जो फ (२) ८ ० इसमें बार 
बार न आने वाला अ्व्यक्त का एक मान हे ] पार पहुँचेगा 
तब श्रेढ़ी में एक व्यत्यास की संख्या कम हो जायगी | 
२--कऋलपना करो कि ग यह फू (4) ८ ० इसमे वह अश्रव्यक्त 
मान है जो त बार आता हैं तब प७व प्रक्रम की युक्ति से य के 
स्थान में ग॒ का उत्थापन देने से 
फ(य), फू, (ब), फ. (२)-------फ८ २(य) ये सब शून्य 
के तुल्य होंगे, इसलिये ग से अव्यवद्धित पूर्च य के मान में 
फा(य), पृ ,(ब), -- ---प्4- २(य), फृ+(य) ये पास पाख के दो 
दो विरुद्ध चिन्द्र के होगे ( देखो १३०वाँ पक्रम )। इसलिये 
इस स्थिति में त व्यत्यास होगे ओर ग से अव्यवहितोत्तर य ' 
' के मान में फ(य), फू ,(ब),--- ---फ.._ ,(य),फ- (य) ये खब एक. 
चिन्द के होंगे। इसलिये पहली व्यत्यास खंख्या से दूसरो 
[ले संख्या त तुल्य कम होगी। 


समीकरण के सूलों का पृथकरण . शछरे 


ईइ--कल्पना करो कि य>ग तो एक कोई उत्पन्न फल 
फ८(य) यह शुल्य के तुल्य -होता है और फू, ,(य) और 
फ८+९(य) ये शन्य के तुल्य नहीं होते। तब यदि फे... ,(ग) 
र॒फ,, ,(ग) ये एक ही चिन्ह के हो तो १३०वों प्रक्रम से 

ग॒ से अव्यवहित पूर्व य के मान में फ(५) यद्द फू. ,(य) इससे 
अथवा फ.. ,(य) इससे विरुद्ध चिन्द्र का होने से फू... ,(य), 
फ८(य), फ. ,(य) इसमें दो व्यत्यास ओर ग से अव्यवहितोत्तर 
य के मान में फ.. ,(य) इससे अथवा फू... , (4) इससे फद(य) 
यह विरुद्ध चिन्द्द का न होने से फ. _,(य), फू-(य), फ5., ,(य) 
इसमें एक भी व्यत्यास न होगा, इसलिये पहले की अपेत्ता 
इस्तमें दो व्यत्यासों की कमी हुई और यदि फू. :(य) और 
फू ५(य) ये विरुद्ध चिन्द्र के द्ोंगे तो गसे अव्यवहित पू् 
य के मान में फूल ,(य), फकय), फ.., ,(य) इसमें एक 
व्यत्यास ओर ग सर अ्रव्यवहितोत्तर य के भान में भी 
फू्-.१(य), फत(य), फ5. ,(य) इसमें एक ही व्यत्यास के दोने 
से इसमें कोई व्यत्यास की हानि न हुई । द 

४--ऋलपना करो कि य"-ग तब म उत्पन्न फत्त । 

फद(य), फठ, ((ब), फ5-+२ (य),- “फत+म-+ व), प6-म(य) 
. इनमे ्ि ॥ क्‍ 
पहिले---यदि मे सम संख्या ओर फरद (ये) और 
फल /म(य) ये एक ही चिन्द् के हों तो ग के अव्यचहित पू्व य 
के मान में ऊपर के पदों में म ब्यत्यास और गम से अच्यव- 
हितोत्तर य के मान में एक भो व्यत्यास न होगा और यदि 
फू ५ य) ओर फू) ये विरुद्ध चिन्ह के होंगे तो ऊपर 
के पदों में ग॒ से अव्यवहित पूर्व य के मान में म+ २ व्यत्याख 
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होंगे और ग के अव्यवहितोत्तर य के मान में १ व्यत्यास होगा 
इसलिये दोनों स्थितिओं मेँ ग से अ्रव्यवह्धितोत्तर य के मान 
में उन पंदों में पहिले की अपेक्षा म व्यत्यासों की हानि हुई । 


दूसरे--यदि म विषम खंख्या और फृ,(५) ओर 
फू, ,+(य) ये एक ही चिन्ह के हो तो ग से अव्यवहित-पू्व य के 
मान में म + १ व्यत्यास होंगे ओर ग के अव्यवहितोत्तर य के मान 
में एक भी व्यत्याल न होगा और यदि फृत-. (4) ओर फत-,म(य) 
ये विरुद्ध चिन्ह के होगे तो ग से अव्यवहिंत पूव य के माने में 
मे व्यत्यास और ग से अव्यवहितोत्तर य के मान में १ व्यत्याख 
होगा, इसलिये दोनों स्थितिओं में ग से अव्यवद्दितोत्तर य के 
मांन में क्र से म+ १५ ओर म-९ व्यत्यासों की हानि हुई। 
अर्थात्‌ सम खंख्या तुल्य व्यत्यासों की द्वानि हुई । 


.. इसलिये फ(य), फ ,(ब),फ २(य)---*- “फ+(य) इस श्रेढी 
में य के स्थान में तर के रखने से जितने व्यत्यासं हांगे उनमें 
अर के आगे अव्यक्त के प्रति मान के पार जब य चलेगा तब 
एक एक व्यत्यास की हानि होती जायगी अथवा भ्र से आगे 
अव्यक्त के प्रति मान के प्‌ र.सम संख्या + १ इतने व्यत्यासों 
की हानि होगी। इस प्रकार से ऊपर कहा हुआ सिद्धान्त 
उत्पन्न होता है। अह्वलरेज विद्वानों के मत से इस सिद्धान्त का 
प्रकाशक फोरिशिर (7०ए०7०) और फराखीस के विद्वानों के 
मत से इसका प्रकाशक बुडन (उप्र) है। .: 

लुडन ने इस सिद्धान्त को इस तरह से लिखा हेः- 
.'. कल्पना करो.-कि पफ्ा(य)> ० इस खमीकरण पर से. एक 
नया समीकरण ऐसा बनाया जिसमें अव्यक्त मान फू(य)८ ८ 





समीकरण के सूलों का पृथकरण 


इसमें के अव्यक्त मान से श्र तुल्य न्‍्यून हो ओर दूसरा ऐसा 
समीकरण बनायां जिसमे अव्यक्त मान फृ(य)- ० .इस्रमे के 
अव्यक्त मान से क तुल्य न्यून॑ हो (३७वां प्र० देखो) तो पहिले 
नये समीकरण में जितने व्यत्यास द्वोंगे उसमें दूसरे नंये समी- 
करण के व्यत्यासों को घटा देने से जो शेष बचेगा उससे 
अधिक अ ओर क के बीच फ(ग)-० इसके अव्यक्त मान न 
 होंगे। जहां अ से क को बड़ा माना गया है।......ख़ 


इज्व प्रक्रम से दोनों नये समीकरण क्रम से 


रे  ऋआचं ह 
फल)+फ (ओर +फेर(अ) _२+ ०“ +फजओ (77० 
फ७/+फ, (छोर +फर) _,क 5“ + फजक) कव न 
ऐसे होंगे ओर जिनमें थे ही व्यत्यांस होंगे जो कि 
- फ!७9), फ,(अ), फू, (अ),------* फ्शआ) 5 
फूक), फ, (७), फू. (क), ०-४ फ्‌क) 


इनमें हैं! इसलिये वुडन के सिद्धान्त और फोरिश्वर के 
सिद्धान्त में कुछ भी भेद नहीं केबल वाक्यों में सेद हे। | 
.. इस सिद्धान्त की व्याप्ति के लिये कुछ उदाहरण दिखि- 
खाते हैः. पर ि | । क्‍ | ; 

(१) नीचे के समीकरण में अव्यक्त के मानों की स्थिति 
जानना चाहिएः-- छ् 

- फ(य) ->य-रेय* - रण्यर ++ ६श्य रे -- ४६य-- १०१ ८८७ 
इसमे फू, (य) ८ श्य* -- श्श्यरे -७ स्थरे +- १६०य- ४६ 


शाछद | . समीकरण-मीमांखा 


. फू, (य) ८ र०ण्य १ -“- ३६य- - १४४य + १६० 
फू (य) ८ ६०यरे -- ७ रय -- १४४ 
फू, (य)- १शण्य- ७२ 
फू, (य) - १२० 
इनमें ब के स्थान भ- १०,- १, ०, १, १० के उत्थापन से 
ओर नांचे के क्रम से केवल फ, फ ,, फ्‌. इत्यादि लिखने से 


फ. फ, फल. फर. फ, फ 


(-“१०) +  ++- + - + +- 

(-“२१) + 5 +5 + +-+ + ४ 
(०) + -+- -“- + -“- - जैसा समीकरण है) 
(१) ने के न“ - +:+ + “- 

(१०) कऊऋ॑ क + + + + 


इनसे ये बातें पाई जाती हैं:--- 


-१० और -१ के भीतर एक खंभाव्य मान है क्योंकि 
दोनों के व्यत्यासों का अन्तर पक है 


- ९ और ० के भीतर भी एक संभाव्य मान है क्योंकि 
एक व्यत्यास की हानि हे; ० ओर १ के बीच कोई संभाव्य, मान 
नहीं है क्योंकि एक भी व्यत्यास की द्वानि नहीं है। २ ओर 
१० के बीच कम से कम एक संभाव्य मान है क्‍योंकि तीन 
व्यत्यासों की हानि है | यहां फोरिअर और बुडन दोनों के 
सिद्धान्त से यह पता नहीं लगता कि १ और १० के भीतर जो 
ओर दो मान हैं वे संभावय वा अखंभाव्य हैं। इसलिये १ और 
१० के भीतर और और संख्याओं को य के स्थान में रख कर 
फिर एक व्यत्यास की हानि पर से संसाच्य मानों का पता 


लगाना चाहिए | परन्तु इस कम में बड़ा प्रयास करना पड़ेगा 

८ के. कई दो िं:, करी ५ पे के 

ओर जहां वे दोनों मान बहुत पास पास होंगे तहां तो य के 

है छोटे छोटे अनेक मान मानने से बहुत ही बड़ा प्रयास करना 

पड़ेगा । 

यदि किसी युक्ति से यद पता लगा जाय क्िय के दो 

निर्दिष्ट मानो के भीतर अव्यक्त का कोई संसाव्य मान नहीं है 

तो व्यत्यासों की दो दो हानि से असंसाव्य मान का पता छूग 
सकता है। जैसे क्‍ 

(२) फूय) >य* - ध्य - :य+ २३८ ० 
इसमे य के स्थान में ०, १, १० का उत्थापन देचे से 


तर 


द . फू, फू, फू. फे,. झा 
(०) +ः... - ० | कक. 
( ॥ ) जु ७ न न न 
(१०) +- + हे + न 


यहां पहले यह पतां लगाना चाहिए कि य » में फ.८० 
ओर य १ में फू. ८० इन दोनों शुन्यों में कोन चिन्ह सम- 
भना चाहिए | इसके लिये ० ओर १ के पूर्व ओर अन्तर 
य के स्थान में बहुत द्वी छोटी संख्या च का उत्थापन देने से 


| ह फू फ्ः़्‌ पद | फू ह फ्छ 
बा 92। हज न न ् द्ज 

()१ 
न च न बन >- ९-० ने 
) १--च नी न के नील न 
(१ | १+च +- का न. ज 5-5 के 
१०) कप हे ऊ॑- के रन 
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हस उपाय से पता लग जाता है कि जब य>० होने 
फ्‌. - ० होता है तो य के-च मान में फ, से विरुद्ध चिन्ह 
का फ़, होगा और जब य८+च तो फू, ओर फ., दोनों 
एक ही चिन्ह के होगे। इसी प्रकार य के १*-+च और १+च 
मान में भी फू. का पता लगा सकते हो । 

य के स्थान में- च ओर -+- च के रखने से दो व्यत्यासों की 
हानि हुई और च को ऐसा छोटा माना है कि इसके भीतर य 
का कोई खंभाव्य मान नहीं हे तो कहेंगे कि अऋ््यक्त का एक 

डा असंभव मान होगा | द 
१+च ओर १० के भीतर अव्यक्त के दो संभाव्य मान हैं 
वा एक जोड़ा असंमव मान है। यहाँ पर फिर भी संशय हो 
रहा कि वास्तव में मान ख॑ंभाव्य वा असंमाव्य है। 

(३) यदि अनेक पदों के गुणक समीकरण में शून्य हो तो 

. नीचे लिखी हुईं युक्ति से असंसव मानों का पता लग सकता 


3 के. 


है। जैसे 


न यी--१५८ः० 
इसमें जातना है कि य के कितने असंभव मान हैं तो 
फू (य) जूय्-१ 
फर,(य) नध्यों 
फृ.(य) नरेध्य 


फू (य) >८श्रण्यर 
फं,(य) +रेष्०्यो 
फ्‌,(य) ज>ण्रेण्य 
पृ: ,(य) प- 95५० हर १6 कहओ री 


जा न जा शा 


य के स्थान में-च और +- च का उत्थापन देने से और च 

को बहुत ही छोटा मानने से 
प्र फ् का फ फू प्छ्र प्द्र फ् हि 

(-च) क॑ झा कक -ऋ कक 5» ८5. 
(कऋच) +. + ने. कऋ. क॑ के ऋञआा: 

यहां चार व्यत्यासों की हानि हे ओर जानते हैँ कि च ऐसा 
छोटा है कि-च और +-च के बीच में कोई संभाव्य मान नहीं 
है इसलिये चार व्यत्यास के होने से इसमें चार असंमाव्य * 
मान हुए ओर २२वें प्रक्तम से दो संभ।व्य मान होंगे । 


इस प्रकार से किसी हद्वियुकूपद्‌ समीकरण! में अखंभाव्य 
ओर संभाठय मानों की संल्या जान सकते हैं । 
(8 ) फ(य) >यत -+- १०यर +य--४ ७० इसके संसाव्य 
ओर असंभाव्य सूलों की संख्या जाननी है । 
यहाँ फः (य) नय" + शेयर +य-४८ ० 
फू, ,(य) - ८य? + ३०यरे + १ 
फ्‌(य)- *श्य + ्ण्य 
फ३(य)-८११६यम* +- ६० 
फ्‌,(य) ने १ैषब्ू०्यरं 
फू: , (य)८ ६७२०य रै 
फ ,(य)८5२०१६०यरे 
फ्‌ध(य)- ४०रे२०्य 
फू.(य) ८ ४०३२० 


२५० समौकरण-मीमांसा . 
यहां य के स्थान में -च, ०,--च के उत्थापन से 
ः फ्‌़ प्ध प्झ, फ्, फ्‌ फ, फर फ, पड 
ईूच) के. नै कई +ञ+ + क॑ -+- + 
(०) नै 5 9 ७ ०. नह 0. न नी  -+० क्‍ 
(कंच) के के के के के के + के + 
यहां -च और +च के बीच में ६ व्यत्यासों की हानि हुई 
, और च॑े को बहुत छोटा मानने से -च और +च इनके बीच में 
कोई संभाव्य मूल नहीं है इसलिये यहां ६ श्रसंभव मूल होंगे 
ओर २०वें प्रक्रम से दो संभव मूल होगे जिनमें एक धन और 
. दूसरा ऋण होगा | द 


. (४ ) य/-रेय*-य+ १८० इसके सूलों का पूरा पूरा 


पता लगाना हे । 
यहां फू (य)-य१- श्य -- य + १ 

पफ् (ये) ८ ईयें - हय-- १ 

फ,(य) + रे०य* - ६ 

फू, (य) ८ १२०य* 

फ(य)- ३६०ये 

फ्‌,(य)> ज्रवन्य 
क्‍ फ,(य) > ७२० ली, 

य के स्थान में -१, ०, २, २ का उत्थांपन देने से 


समीकरण के मूलो का पृथकरण श्पृश 


फू,फू,फ,फ,फ्फ,फ 
६-१). क+ + + - + ० ०[६(६-+श2/यका 
(०) + ० ० ० - - + एऋमान छुआ] 
(१) नी के के क॑ क+॑ + + 
(२) न के के के +॑ + + 
(०) ने + के भू + - + 
8 है कंच।. के + +॑ के + + 
. ५ | +|औ>च के न्‍ई के ऋा के - + 
आय आम 


- १ इसके उत्थापन से फू (य)-८ ० इसलिये -१ यह्द 
थ का एक मान हुआ | च के अत्यन्त छोटे होने से शूल्य के 
आगे पीछे -च और +च इनके बीच खंभाव्य मान नहीं हे 
परन्तु दो व्यत्यासों की हानि हे इसलिये य के दो असंभाव्य 
मान हे | 
+च और १ के बीच एक व्यत्यास की द्वानि हे इसलिये 
+च याशून्य ओर १ के बीच य का पक संसावय मान शोर है। 
-१+च और -च के बीच एक व्यत्यास की हानि है 
इसलिये -१+च और -च के बीच मं वा -१ ओर शुन्य 
के बीच में य का पक संभाव्य ऋय मान और है। 
१ ओर २ के बीच में भी एक व्यत्याल की हानि है इस- 
'लिये १ ओर दो के बीच में य का एक धन संभाव्य मान हुआ | 
इस प्रकार से चार खंभाव्य और दो अखंसाव्य मूल 
'फू (य)८ ० इसके आए | इस प्रकार प्रति समीकर रो में य के 
“स्थान में पेसी दो संख्याओ का उत्थापन देना चाहिए जिसमें 


- शपर 'समीकरण-मीमांसा 


एक ही व्यत्यास की द्ानि हो तब निःसंशय उन दोंनों 
_ खंख्याओं के बीच य का एक मान रहेगा | यदि एक से अधिक 
व्यत्यासों की हानि होगी तो निःलंशय यह नहीं कह सकते कि 
उन दोना संख्याओं के बीच अव्यक्त का एक ही अथवा 
अधिक मान हैं | इसी प्रकार जिन दो संख्याओं के बीच जानते 
हैं कि अध्यक्त का कोई संभाव्य मान नहीं है उनमें व्यत्यासों 
की हानि से अखंभाव्य मानों का भी पता लगा सकते हो। 


९ ३२--फ (3), फ ,(य), फू २(य),--- --*+०- फ(य) इस 
श्रेढ़ी में यदि य के स्थान में शून्य का उत्थापन दो तो स्पष्ट 
कि प,, प., प३,----प+ ये ही जो फू (य) में क्रम से द्वितीय, 
तृतीय इत्यादि पदों के शुणक हैं होंगे जहां फू (य) में य के 
खब से बड़े घात का गुशक घन रूप तुल्य है ओर उसी श्रेढ़ी 
में यदि य के स्थान में +०० का उत्थापन दो तो १४वें प्रक्रम 
से सब पद धन दोगे। इसलिये प, , प., , प.,----:-- प इसमें 
जितने व्यत्यास होंगे उतने ही व्यत्यालाों की हानि होगी इस- 
लिये फोरिअर के सिद्धान्त से फू (५)८ ० इसमें उन व्यत्यासों 
की संख्या से अधिक ० ओर +०० के बीच अव्यक्त के धन 
सभाव्य मान नहों हो सकते | यही बात डिकारिस की चिन्ह 
रीति से भी सिद्ध द्वोती है ( ४४वां प्र० देखो )। इसलिये कद 
खकते हो कि फोरिश्रर ओर बुडन के सिद्धान्त के अन्तगंत ही 


डिकाटिस की चिन्ह रीति है । क्‍ 
१३२३--फोरिअर ओर बुडन के सिद्धान्त से सहज में 


 अतत्र पूरा पूरा समीकरण के संभाव्य घली का पता नहीं लगता 
जैसा कि १३१व प्रक्रम के उदाहरणों से स्पष्ट है इसलिये अब 


समाकरण के सूल्रा का पृथक्रण र्पू३ 


सुंटर्म (5४प7) साहब का एक सिद्धान्त दिखलाते हे जिसके 
बल से निःसंशय संभाव्य सूल इत्यादि का पता लंग जाता है । 
१३४--फ् (य) को प्रथमोत्पन्न फल फर ,(य) मान लो 
 ओऔर कटपना करो कि फ् (य)८० इसमे अ्रव्यंक्त का कोई 
समान मान नहों है। इसलिये ५४वें प्रक्रम से फू (प) ओर 
फू, (य) का महत्तमष्पवत्तंन अव्यक्तात्मक कोई न होगा। 
इसलिये बीजगणित की युक्ति से यदि फ्ा (य) और फू, (य) 
का महसमापवच्ेेन निकाला जाय तो क्रिया करने से अन्त में 

_ अंयक्ताड़ू शेष बचेमा। 


. फ) ओर फ, (|) में अंब्यक्त के एकापचित घात क्रम 
से पदों को रख लो | जो पंद न हो उनमें शल्य गुणक लगा 
कर ३ प्रक्रम की युक्ति से पूरा करलो | 


पृूट (य) में जो सब से बड़ा य का न घात है उससे एक 
कम अर्थात्‌ १-- १ यह य का सब से बड़ा घात पफ् ,(य) में होगा | 
फू (थ) की साज्य, फ,(य) के हर मान कर मचत्तमा- 
पवत्तंन निकालने की युक्ति से लब्धि और शेष को निकालो 
शेष के धन, ऋण चिन्ह का व्यत्यवय कर फिर इसे हार ओर 
पहिले हार को भाज्य मान कर भाग देकर दुसरा शेप निकालों 
फिर धन ऋण चिन्ह का व्यत्यव कर इस शेष को हार मानों 
ओर पहिले हार को साज्य, याँ घन ऋण का व्यत्यय कर 
प्रति शेष को हांर मान ओर उलके फद्दिले हार को साज्य मान 
कर क्रिया करते जाओ जब अन्त में व्यक्ताड़ शेष हो तव छोड 
दो | इस अन्तिम व्यक्ताइ़ शेर्र के सी चिन्द्द का व्यत्यय कर 
- अन्तिम शेष खमझो ।.:& कम 





२५७४७ समीकरण-मीमांसा 


कहपना करो कि चिन्ह व्यत्यय किए हुए शेषों के मान क्रम से. 
फ(य), फ्‌ (य), फू (य), 2 फ्(य) ये हे | 
महत्तमापवत्तंन की युक्ति से इनसे नीचे लिखे हुए समी- 
करण बनते हैं: -- ह 
गु-फय) > ज (हू, (य)- म २ पी ३(य) है. 
गु.फ,(य)> लसफ २ (य)- म३फ (२) द | 


गुत- ९ फित-१(य) ८ लदफित(य) - मत+ ९ फत+ २ (य) | 


| 

गुन्-- ९ फित--२ (ये) रे जन. २ फीय- १(य) - मन पि-(य) ! 
जहा गु,गु ७, गु२**८*** गुय-२+४ २३३१९ **' मत+ ९ ये घेना- 
त्मक व्यक्त संख्या हैं और ल ,,ल,, ल३ -**-*-ल.. / येय के एक 

घात के खराड आ-य + का इस रूप के हैं 

(१) समीकरण से स्पष्ट है कि य के स्थान में चाहे जिस 
स॑ंमाव्य संख्या का उत्थापन दो परन्तु य के पास पास के दो 
फल एक ही काल में शुन्य के तुल्य नहीं हो सकते क्योंकि 
पेला मानने से आगे सब शुन्य होते होते फ.(य) जो व्यक्ताडु, 
ओर य से स्वतन्त्र हे शून्य के समान होगाजो कि असंभव है | 
य के स्थान में किसी ग संख्या के उत्थापन से यदि 
- फ/(य) ८ ० तो फ८-२(य) ओर फ5, ५ (य) ये विरुद्ध चिन्द्र के 
दोंगे । इसलिये य के स्थान में ग-च और ग+ व के उत्थधापन 
से (जहाँ च ऐसा छोटा है कि ग--च और ग+च के बीच बीच 
फू ,(य)-5० ओर फूद, ,(य) ८० इसके कोई सुल नहीं है) 
फूट, ,(य) ओर फ.._ ((य) अपने अपने चिन्ह को नहीं बदल 
सकते ! इस लिये फू ,(य) ओर फूृठ., , (य) यदि ग से अब्यव- 


समीकरण के सूलो का पृथकरण.... रप५: 


द्वित पूबे श्रोर उत्तर य के मान में + और - चिन्द्र के होंगे तो 
फ८(य) यद्द चाहे पूच में + ओर उत्तर में-वा पू्व में -,उत्तर' 
में + हो, फ...,(५), फ(य), फू++५(य) इन तीनों पर्दों के 
आगे पीछे व्यत्यास की संख्या न घटेगी, न बढ़ेगी, ज्यों कि 
त्यों रहेगी । क्‍ 

यदि य>ग और फू(य)-० तो ग से अव्यवहित पूर्व और 
उत्तर य के मान में फ(य) ओर फू ,(य) क्रम से भिन्न चिन्ह 
और एक चिन्द्र के होंगे । (१३० वां प्र०) इसलिये य के स्थान 
में अधिक अधिक संख्या का उत्थापन देने से जब य के पक: 
. मान से आगे संख्या चलेगी तब 


(य), फ्‌, (य), फ३ (य), फ(य) 
इस श्रेद्दी में एक व्यत्यास की हानि होगी | इस प्रकार 
य के प्रति एक एक मान में एक एक व्यत्यास की हानि होती 


चली जायगी | इसलिये य के स्थान में का उत्थापन 
देने से जो 
फत), फू, (अ), फू, (अ)---. फू (अर) 

इस अ्रढ़ी में व्यत्यास संख्या होगी शोर य के स्थान में अ 

से अधिक क॑ का उत्थापन देने से जो 
. फ (क), फ, (क), फ२(क)--०-*-* पान) 

इस श्रेढ़ी में व्यत्यास संख्या होगी वह पहिली व्यत्यास' 

संख्या से जितनी न्‍्यून होगी अर्थात्‌ इस पिछली श्रेढ़ी में 


जितनी वयत्यास हानि होगी -उतने ही अ झोर क के बीच 
फ (ब)८० इसके संभाव्य सत्र होगे 


“२३६ - समीकरा ण-मीर्मासा 


. 2३४---व्यत्यास की संख्या के गणना करने में य के 
स्थान में किसी संख्या का उत्थापन देने से यदि फ, (अं), 
' फू (य), --- **-**- इत्यादि में कोई शुल्य दो जाय तो उसके पूर्व 
' घन वा ऋण चिन्द्र लगा देने से कोई भेद न पड़ेगा क्योंक 
' ज्ञो फल शल्य होगा उसके पूर्व ओर आगे के फत्न विरुद्ध चिन्ह 
के होगे । इसलिये शून्य के साथ चाहे धन वा ऋण चिन्द्र 
' हो व्यत्यास की संख्या में भेद नहीं पड़ेगा । 
१३६---ऊपर सिद्ध हो चुका है कि य के स्थान में चाहे 

ज्िख खंसाव्य संख्या का उत्थापन दो परन्तु पास के दो 
फल एक ही काल में शून्य नहीं हो सकते । इसलिये य के 
स्थान में किसी संख्या का उत्थापन देने से यदि पास के दो 
छोड़ अन्य फल शून्य के तुल्य हो तो उनमें यदि फू (य)5० 
तो स्पष्ट ही हैँ कि वह संच्या फ(य)८ ० इसका एक मूल ही 
है। इसलिये इसके आगे फ(य), फ ,(य),-----फ-(य) इस 
श्रेढ़ी में एक व्यत्यास की हानि होगी । ओर यदि फ(य) को 
- छोड़ ओर फल्न शून्य होंगे वो ऊपर की युक्ति से उनके आगे 
ओर पीछे के फलों में विरुद्ध चिन्ह होने से व्यत्यास की संख्या 
मे कुछ भेद द्वी न पड़ेगा | 

. १३७--घदि फ (ये), फ ,(य), फू २(य),---*--फ-(य) 
इनसे अथमस पंदू के झुणएक सब घन वा सब ऋण 
हों लो फ (य)-० इससें अव्यक्त के सब मान 


संभाव्य होंगे । 
१३४वे अक्रम से स्पष्ट है कि फू (4) ८० यह यदि न घात 
- का समीकरण द्वोगा तो स्टम के फल भी फ,(य), फ२(ब) 


समीकरण के सूलों का पृथकरण... रघप्क 


ये न होंगे। फ्‌ (य)८ ० इसमे सलवंदा समभो कि य के सब से 
बड़े घात का गुणक घन संख्या है | 
यदि फू (य)- ० इसमें अव्यक्त के समग्र संभाव्य माने 
कितने हैं यह जानना हो तो स्पष्ट है कि य के स्थान में पहले 
“०० इस्तका उत्थापन देने से स्टम की रीति से श्रेणी में जो 
बयत्यास होगे ओर +०० इसका उत्थापन देने से श्रेणी में जो 
व्यत्यास होंगे उनके अन्तर तुल्य अथांत्‌ य के स्थान में +०० 
“इसका उत्थापन देने से जितने व्यत्यास की हानि होगी उतने 
ही फू (य)८ ० इसमें अव्यक्त के संभाव्य मान होगे। इसलिये 
यदि स्टरम के सब फलो के आदि पद के गुयगक धन या सब 
ऋण आचवे तो --०० इसके उत्थापन से श्रेणी में एक धन एक 
आऋर॑ वा एक ऋण एक धन इस क्रम से पदों के होने से ८ 
व्यत्यास होंगे ओर +०० इसके उत्थापन से एक भी व्यत्याख 
न होने से न व्यत्यासों की हानि होगी । इसलिये फर (२)८० 
इस न घात समीकरण में अब्यक्त के न संसाव्य मान अर्थात्‌ 
सब मान सं माव्य होगे । 
१३८--यदि फ(७), फ,(ब), फ २(य),--- ० फ्‌्ग 
इस श्रेढ़ी में प्रत्येक फल के प्रथम पद के शणक 
सब धन. न हों तो उनको धन ऋण के क्रम से लिखने 
से जितने व्यत्यास होंगे उसने जोड़े फ(ब)-० इसके 
सूल असंभाव्य होंगे । 
कल्पना करो कि फू(ब), फू ,(य), फू, (य)------- फू(य) 
इनके आदि पद्‌ को लेने से म व्यत्यास हुए तो स्पष्ट है कि 
उनकी संख्या न+१ होने से न-म इतने सर हांगे। इसलिये 
7 । । 








शप८ खसमीकरणु-मीमांसा 


य के स्थान में +इसके उत्थापन से म व्यत्यास और न-म सर 
होंगे (४३वां प्र० देखों)। इसलिये +०० इसके उत्थापन में व्य- 
त्यासों की हानि न-म--म ८न- र्म इतनी द्वोने से अव्यक्त के 
संभावय मान न - रस्म और अखंभव मान न-> (न-- रम)> १ से 
होगे, इसलिये फू(य) ८ ० इसके म जोड़े अ्रसंभव सघूल हुए | 


१३६--यदि स्टम के सिद्धान्त मे फत(य) यह एक फल 
शेसा आवे कि य के स्थान में किसी खसंभाव्य संख्या का उत्था 
गन. देने से अपने चिन्ह को न बदले तो स्टरम के सिद्धान्त में 
फू - २(य), फू. २(य),*-**-** फ्‌-(य) इन पदों को छोड़ कर 
लाधघव से फ(य), फ ,(य), फे२(य),--- ८०८: फ/(य) इतने ही. 
यदों को लेकर विचार करो क्योंकि फ.(य) इसमें य के स्थान 
में किसी संभाव्य संख्या के उत्थापञ्न से एक ही चिन्ह होने 
से फू०(य), फत+ २(य)*-*--१*- फू.(य) इसमें ,सर्वेत्र एक ही 
व्यत्यास की संख्या होने से किसी संख्या के उत्थापन से श्रेढ़ी 
में उतने ही व्यत्यासों की हरि होगी जितने ब्यत्यासों की 
हानि फ(ब), फ ,(य), --- -फत(य) इतने ही पदों के वश सें 
डोती है । इसलिये और पदों को व्यर्थ रख परिश्रम बढ़ाना 
उचित नहीं | 


१७०--यदि फ् (य) यह ऐसा फल हो कि फू (य)5८ ० 
इसमें जितने अव्यक्त के संभाव्य मान हो य के स्थान में सभों 
. के उत्थापन से फू ,(य) और फ्का[ (य) ये दोनों एक ही चिन्ह 
के हो तो फू ,(प) को छोड़ यदि कुछ लाघव जान पड़े तो 
डसके स्थान में फर[ (ब) को लेकर पू्े युक्ति से फ(य) और 
प्‌ (य) के ले स्टर्म के सब फलों को बना सकते हो । 


समीकरण के मूलों का पृथकरण.. खडे 


१४१--र्टर्म के सिद्धान्त में अभी तक तो यह माना मया 
था कि फ(य) - ० इसमें अव्यक्त के समान मान नहीं हैं। अब 
-कल्पंना करो कि फ(य)- ० इसमें अव्यक्त का एक मांन अ, ते 
बार ओर दूसरा मान क, थ वार है तो 
«  फ(ब) ८ (य-अ) (य--क)” (य-ख)(य-ग) 
ओर फ ,(य)5(य-अ) 7 १ (य-क)” * [त(य- क)(य--ख)(य- ग़) 
389 कक न+-थ(य--अ्र) स्‍्य ख)+ -****-*** ***3 
इसलिये फू(य) ओर फ्‌,(य) का महत्तमापवत्तेन 
(म-अ)77* (य-क)/* होगा । स्टम की क्रिया में यहां 
. जितने फृ(व), फ ,(य)--------- इत्यादि पद होंगे सब को पृथक 
पृथक ((- आओ) 7-१ (य--क)” 7? यह निः्शेष करेगा । ह 
अब मान लो कि फि (य)5-(य-अ)(य - क)(य - ख) (य- ग) --- 
और फू (य) > त(य-क) (य- ख) (य-ग) ह 


+थ (य-अ) (य--ख) (य-ग)*---०*--- “ 


तो यहां स्पष्ट है कि फि (य) का प्रथमोत्पन्न फल फा (य) 
नहीं हे परन्तु यदि त८१८-थ तो फा (ये) यह अवश्य फि (य) 
इसका प्रत्थमोत्पन्न फल होता । यदि य>अक, ख, गे, ------ *+- 
तो फ्रि (य) के प्रथमोत्पन्न फल का जो चिन्ह होगा वही फा (य) 
. का भी होगा | इसलिये १४०व प्रक्रम से ईफ (ये) इसम॑ अ्रव्यक्त 
. के संभावय मान जानने के लिये ए्रि (य) के प्रथमोत्पन्न फल्न के 
स्थान में फा (य) को रख कर सटे की क्रिया कर सकते हैं । 
परन्तु फ(य) ओर फ,(य) से स्टर्म के फलो से जो 
श्रेणी बनेगी वह वही श्रेणी होगी जो फि (+) और पा (य) 


' समीकरण-मी मांसा .. 





के वश से उत्पन्न स्टम के प्रत्येक को फल्न मद्तत्तमापवत्तन 
(य-अ):* (य-क)*7* इससे गुण देने से होगी । इसलिये 
फि (य) और फा (य) से जो श्रेणी बनेगी उसमे के प्रत्येक पद्‌ के 
जो चिन्द्र हांगे वही वा डनसे उल्लटे (प- भर) * (य--क)भः 
इससे गुरा देने ले चिन्ह होगे | इसलिये दोनों श्रेणियों में व्यत्यास 
की खंख्या एक ही आवेगी | इसलिये फू (य)८ ० इसके समान 
: मूल हैं वा नहीं इसका बिना विचार किए फ (प) ओर फ, (ब) 
से एफ (य) और फ्ा (य) को ज्ञान कर स्टस की युक्ति से श्रेणी 
बनाओ ओर उससे फि (य)5 ० इसके जो संभाव्य मृत्र होगे 
'चही फू (य)- ० इसके भी होंगे । इस प्रकार बनाई हुई श्रेणी 
में अन्त का पद शुल्य हो तो समझ लेना चाहिए कि फू (य)-० 
इसके तुल्य सूल आवगे । हे 
इस्त प्रकार अ ओर क इन दो संख्याओं के भीतर प्र (य) 
. इसमें य के कितने संभाव्य मान पड़े हैं इनका पता स्टर्म के 
सिद्धान्त से लग ज्ञायगा | फिर अ और क के भीतर की अनेक 
संख्याओ के उत्थापन से यह भी जान सकते हो कि किस 
संख्या के बहुत द्वी पास कौन संभाव्य मान है । जैसे... 
उदाहरण--( १ ) फू (य) > य* - भ्य-- ५ ० इसमें अव्यक्त 
के संभाव्य मानों की संख्या ओर स्थिति को बताओ । 


यहां मद्दत्तमापवत्तेन और १३४व ग्रक्रम की युक्तियां से 
फू, (य) > रेय' -- २ द 
फू, (य) >> ध्य+ १५ 
फू, (य) 5 - ६४३ 


उ क्े स्थान में --००, ०, +०० इनका उत्थापन देने से 


न फ, फः  फ्‌, 


(-००) की 5३ न रस 
(०) डे न: ् - 
(+००) + र्न- र्जः न 


-०० इसकी अपेक्ता +०० इसमें एक व्यत्यास की द्वानि 
डुई ओर ० की अपेक्ता भी +०० इसमे एक ही व्यत्यास की 
हानि है इसलिये अव्यक्त का एक ही धन संभसाव्य मान होगा! 
फिर य के स्थान में क्रम से १,९,३ का उत्थापन देने से 


पृ फ,, फू... फ, 


रो हि का व है 
(२) न न. कं हे 
(३) हि न न. -- 


क्‍ इसलिये अव्यक्त का धन खंभाव्य मानव २ और ३ के. 
बीच में हे । 


(२) ये - ७्य + ७८० इसके संभाव्य मूर्लों की खंख्या 
और स्थिति को बताओ। द 
यहां फू (य]८यर - छय + ७ 
. फ,(य)८रश ये -७ 
फ्र(योनस्प-३ 
फू, (य) ८ १ 
.. यहां प्रत्येक फल के आदि पद के गुणक १, ३, ९ ओर १२ 
चन हैं इसलिप १३७वं प्रक्रम से इसके सब मूल संभाव्य होंगे ॥ 


शेर. समकरण-मीमांसा 
य के स्थान में -४ - ३, - २, -- १, १ और २के उत्थापन से 
फ. फ. फर फ. 


१ 


(-“४) +- कर ना - 
(३) + | + न +- 
(-२) + कं - न 
(-१) +. - पड के 
(१)  + मा 2३ 
(२) + . क+# +- +- 


यहां -४ और -३ के बीच एक ऋण मूल है और १ और 
२ के बीच दो धन मूल हैं । 

इस उदाहरण मे यदि फोरिश्र के घलिद्धान्त को लगाओो 
तो डसका फ(य), फ ,(य) इत्यादि लेने से और य के स्थान में 
१ और २ का उत्थापन देने से " 


द फ् फ्‌, फ्‌र ः प्ध द 
(१) + -- +॑ ... + 

. ६२) ञ- र्ः +- र्नः द 
यहाँ दो व्यत्या्सों की हानि से फोरिश्र के सिद्धान्त से 

यह सिद्ध होता हे कि १ ओर २ के बीच दो से अधिक संभाव्य 
मूल नहीं हैं परन्तु स्टमे के सिद्धान्त से निश्चय हो गया कि 
१ और २ के बीच निःसंशय अव्यक्त के दो ही मान हैं।य के 
स्थान में १ ओर २ के बीच के अनेक भिन्नों का उत्थापन देने 
से स्वल्पान्तर से उन दो मूल्लों की संख्या-मी जान सकते हो 





समीकरण के मुला का पृथकरण र्द्के 


(३) फू(ब) >य* - स्यस-श्य' + श्ण्य-४- ० इसके. 
'संभाव्य सूलों की संख्या और स्थिति को बताओं । 
फू ,(य) में २ का भाग देने से 
'. फ,(य)८ श्यर - रेय - शेय + ४ 
फू. (य)- ध्य* - रण्य-न- ११ 
फ३(प)ह -मूष- रे 
फू, (य)८ - १४३३ 
थहां खब फलों के आ्रादि पद के गुणकों के चिन्हों को ले लेने स्तर 
+ .+ -- - इसमें एक व्यत्यास है इसलिये १३८ वें 
प्रक्रम से फ(य)-८ ० इसका एक जोड़ा असभाव्य मूल होगा ह 
स्टर्म की युक्ति से य के स्थान में -- ००, ०, + ०० इनका 
उत्थधापन देने से वा शश्व प्रक्रम से यहाँय का एक संभाव्य 
मान धन और एक ऋण होगा । इसलिये यहां केवल फ(य) में 
घन और ऋण अभिन्न संख्या का उत्थापन देने से पता लगा 
सकते हो कि ऋण घृल- ३ और-२ के भीतर और घन सूल्त 
० और १ के भीतर है। 
(७) य*-श्यर + यो - ०्य+२८० इसके सूलो की क्या 
द्शा है । 
यहाँ फ् ,(य) 5 ध्य - श्श्य +- १झय -८ ७ 
फ् (य) ८ ये - रय + १ 
फू, (य) मे फ.(य) का पूरा पूरा भाग लग जाता है इस- 
लिये अब यहां पर स्टर्म की श्रेढो को रोक दो ओर फ २(य) से 
सममभ लो कि फ(य)८ ० इसके तुल्य पूल हैं । 


२६७ समीकरण-मोमांसा 
. य के स्थान में -०० और +०० इनका उत्थापन देने से 
" फट | | फ् । फ, हे द 
. ([-००) जज हे जि 2 
आए) आस के जी 2. अं है 
दो व्यात्यासों की हानि से जान पड़ा कि फ(य) ८ ० इसमें 
अव्यक्त के अतुल्य दो मान हैं जिनमें से एक तीन चार 
आया है | 
| ' ) फू(य) - श्य* -- श्श्यरे + १०य- १६८० इसमें अव्यक्त 
के मान की विवेचना करो । क्‍ .. 
यह फृ ,(य) > श्यर - श्श्य -- ५ ( २ के अपव॑त्तन से ) 
फ.(य)८ १श्यर - श्श्य +- ३८ 
... यहाँ फू, (२२८ ० इसके असंभव मूल होने से फू. (य) यह 
य के किखी संभाव्य मान में सबंदा धन ही रहेगा । इसलिये 
आगे स्टरम की श्रेढी को रोक देने से ( १३४वं प्रक्रम से ) ओर 
य के स्थान में - ००, ० ओर--०० इनका उत्थापन देने से 
ह फू पफ्झ् द फ 


(--००) र+ हे न 
(०) .. उह क की « 
६+००) हज जी न 


यहां पर अव्यक्त के दो संभाव्य मान हैं जिनमे एक ऋण 
ओर दूसरा धन है । 


१४२--किसी धन अभिन्न संख्या से फ(ब) को 
गुण कर यदि फ,(य) का भाग दें तो अव्यक्तात्मक 


. समीकरण के मूली का पृथकरण २६४ 


लब्धि अभिन्न आती है और शेष 'भी अभिन्न. बच 
जाता है। 
कल्पत्ता करो कि फू(य) ८ प,य+य (ये * + --- -*- + पल 
ओर इसका प्रथमोत्पन्न फल संभव रहते कोई व्यक्त: 


धन संख्या से पूरा पूरा भाग दे देने पर फू ,(य) ८ ब०यंः 
 अब,य-र+.....---- ऐसा है। फ(य) ओर फ॒, (य) का मह- 


त्तमापवत्तन निकालने के लिये कह्पंनगा करो फि एक ऐसी छोटी 
धन अभिन्न संख्या इ हे जिससे फू(य) को गुण कर यदि 
फू ((य) का भाग दे तो श्रव्यक्तात्मक लब्धि ओर शेष दोनों * 
अभिन्न रहते हैं । 
इफाय) मे फू, (य) का भाग देने से मान लो कि इ फ(य) 
के प्रथम पद्‌ के शुणक में फ (ये) के ग्रथम पद के गुणक से 
भाग देने से अभिन्न व्यक्ताडु ल आया तो 
इप« >व,ल, प, और व, का मह्तमापवत्तेन म से भाग देनेसे 
पर इप ,>ब' ल (१) 
जहां मप', 5८प, ओर मब | >च । 
बीजगणित की साधारण रीति से इ-फ(य) में लम-फ , (य) 
को घटा देने से शेष मे य के बड़े घात का गुण॒क इप  --लब, 
यह होगा । इसमे भी फू ,(य) के प्रथम पद्‌ के गरुणक का पूरा 
भाग लग जाय तब लब्धि और शेष दोनो अभिन्न होगे ऐसा 
कह सकते हैं 
. कल्पना करो किदप, -लब, में ब, का भाग देने सेः 
ल्ब्धि ल' तो 
इप,“लब, >ब(ल 


ध्स्द्द . .. समीकरण-मीमांसा 


दोनों पक्षों को प, इससे गुण देने से 
इप/प,-लप&«ब हप०च०ल' 
4 इप ० प/-लप ०ब/ ८प «बच, ल' 


- "चा (१) समीकरण से 
लब ( ,प,-लप ' /ब , >प «ब७० 


जो ल(ब/प८-प०च,)_लभा 
पथब» हा 


५ यदि ब'प गन प/व, >भा, प (ब >हा। 
फिर यदि' मान्म,भा' ओर हा>म,हा' जहां म ९ यहद्द भा 
ओर हा का महत्तमापवर्त्तन है तब 


हर का भाग देने से 


ल/घ्न्ल (सं पः ) कम मय 
अब यहां यदि भिन्नों के हर्सों के द गुणित लघुत्तमा- 


पव्त्य तुल्य ल कल्पना कर तो ल” अभिन्न आता है। इसका 
उत्थापन (१) में देने से 


इप/ , ८ब'ल .., इचछ८ ० ल-द 
९ 
प्‌७ 


बजे 





जो दृढ़ हर दो उसके तुल्य इ, को मानने 
से इ का मान व्यक्त हो जायगा । 


अब इस में 


समीकरण के मलों का पृथकरण रद 
. इस पर से यह क्रिया उत्पन्न होती है । ५ गो 
फू (2) ओर फ्‌ ,(ब) के आदि दो पदों को क्रम से द्वार 
ओर अंश कल्पना कर -5, -: ऐसे दो भिन्नों को बना कर 
अपवचत्तन की युक्ति से उनका लघुतम रूप कर लो तब डनकेँ 
'हारों का जो लघुतमापवर्त्य आचे उससे फ ,(य) के प्रथम पद 
'के गरुणक को गुण कर अंश ओर फ्र (य) के प्रथम पद कें 
शुण को हर कल्पना कर अपवत्तन की युक्ति से इस मित्र 
का भी लघुतम रूप कर लो। इसमें जो अंश का मान आके 
वही इष्टाडु का मान आवेगा जिससे फ़ (य) को गुण कर यदि: 
फू ,(य) का भाग दिया जाय तो अव्यक्तात्मक त्ब्धि और शेष 
दोनों अभिन्न होगे। क्रिया करने में सत्र गुणकों का संख्या-- 
त्मक धन मान ग्रहण करना चाहिए | 


जैसे यदि फ (२)>२९+ रचा र+जा ८ द 
तो फ ,(२)->र+चा ( ३ का भाग दे देने से ) द 
अब फ (र) म॑ फू ,(र) का भाग देने से अव्यक्तात्मक लब्धि 
ओर शेष अभिन्न होते ही हैं तो भी ऊपर की युक्ति से 
प, ८२९, प, ८ ०, ब( ८ २१, ब, ८० . 
हक 


२-3०: +-> इतका लघुतम रूप भी >, > यही हुआ. 
प, २ ब, 53005 १ दी हुआ 
ओर हरो का लघुतमापवत्त्य भी १ हुआ । इसे _०--- इसर्तें 


गुण कर लघुतम रूप करने से अंश १ हुआ । इसलिये १ रहें 
'फू (र) को शुणने से लब्धि ओर शेष दोनों अभिन्न आते है । 


श्द्८ .. समीकर णनमीमाँसा 
फिर फ, (र; से फ (२) में भाग देने से शेष 
. श्चार+जा कक 
इसलिये स्टम का फू. (२) ८ - रचा र-जा । 
ईफेर यहां ऊपर की युक्ति से 


फू ,(२)- रो +चा ओर फू. (२) -- -- रचार-जा मे प, 5-१ 
ब्बु, -८० ब >>रेचा, ब, नल्‍जा | 


इसलिये - +८-, --* ८ पा दोनों लघुतम भिन्नो के हारो. 


. हे >सख च्चा कल मर, घु- 
का लघुतमापवर्त्य 5 स्चा इसे >०-- -- इससे गुण कर लघु- 


५ 


लग रूप करने से अश एचा" यह इछ का मान आया ) 


इससे फ,(२) को गुण कर फ.(र) का भाग देने से 
चिन्ह को उलट देने से फू ,(२)-- - (जार + ध्चा* ) । 


यहां यदि फ (२) - ० इसमें यह विचार करना हो किय 
के तीनों मान कब संसावय होंगे तो १३७व प्रक्रम से द 


फू (२)--र + श्चा र +जा 
फ्र,(२)>८"-२ १ +चा 
 फ.(२)८- - रचा र - जा 
फू (२) -- - (जार + ४चारै द द क 
इनमें प्रत्येक आदि पद के गुणकों को धनात्मक होना. 
चाहिए इसलिये यदि चा और जार +श्चा) ये दोनों ऋण 
संख्या हो तो फू (२)>० इसमे अव्यक्त के संब मान संभादय 


समीकरण के सूलो का पएृथक्करण श्द््छ 


होगे | यदि चा ओर जा को ११२वें प्रक्रम के घनसमीकरण दछे 
साथ तुलना करो तो यही बात १श१शव प्रक्रम से भी लि 
'होती है । इसी प्रकार 


 फ (२८२९ + चार + शजार +अपेका--३ेचा रे ० 
इसके प्रथमोत्यन्न फल में ४ का भाग दे देने से 
फूट, - रन + श्चार + जा 


क्‍ । हा 

शर - शचा र+जा | २९ + चार - ४जार +अ'का-- शचापे ध 

कै ५ 
४ -२*१-+-रेचार' “जार 





श्चारर + रेजार +अ'प्का-- श्चारे 
चिन्ह बदल देने से... 
फू. (२) - - श्चार' -- शजार- (अप्का- रेचा * ) 
र४२व प्रक्रम की युक्ति से क्‍ 
फ, (२) मे प७ ८१९, १, ८०, फृ (२) मे बे ८८ रचा, च, -++ रेजह 


०» ब जा जा 
इसलिये आय मे दे । इन भिन्नों के हरों कह 
लघुतमांपवत्यं चा हुआ | (से ८ 5 - इससे गुण देने से 


3... यह हुआ | इसका लघुतम रूप भी यही है इसलिये 


. इसका अंश ३चा' यह इश्ट का मान हुआ । इससे फ , (रो को 
शुण कर फ. (र) का साम देने से 


29७ .. समीकरणनमीमांसा 


»« +ईइअपैका-- श्चा*), रेचा र॒ +€वचा र+ बेचा जा |- चार + ना 


शैचापररे + श्चाजार +र(अप्चाका - रेचारै) 


।अजिलननननापनन कनननननननननननननन ना 





“ रेचाजारर +(६चारे + रेचार -- अर  चाझा)र + ३चा रजा 


- रेचाजार -- रेजा *र-- अपजाका + शेचा * जा 





शेष 5८ (१२चाई + ३जारे -.. अ”चार्ा)र +अपजामका ._ 
ओ- शि(४चारै+जा रे - अरे चा ऋा)+ शेअपरे चा रा) २ + अजा रा | 
+(- रेअ छा + रअप चा फा)र +अपजा का (१२शव प्रक्रम से) 
इसमे +अ'े का भाग देकर चिन्द्र उलट देने से 
पट (२) -- (२चा का -- ३ अछा)र -- जा का (१४२व प्रक्रम की क्‍ 
ग्रुक्ति से ) फ२(र) में प, >रेचा, प, ८ रेजा; फू (र) में ब« 


प, जा ब4,. जामां 
रचा का - रेअछा, ब, 5 जा,का,-77 ८८ “7: + “ | 
प, था ब, . रचाका- ३ेअश्रद्ा 


इनके लघुत्तम रूप के हरो का ल्घुतमापवर्त्य चा(रचामा 


ह रेचा रा - रेअछा 
“- ३ेअछा) इसे ्एप्क्ला इससे गुण देने से 





रचा का --३ अछा ) ऐ क्‍ ट 
भिन्न पलक नल इसका लघुत्तम रूप भी यही 


हुआ | इसलिये इसका अंश (रचा का-३अछा) * यही इष्ठ का 
मान हुआ द 


इससे प्र, (र) को गुणा कर फ,(र) का भाग देने से 


समीकरण के मूलों का पृथकरण २७१. 


शेष ८ ३ेजा चारा * + रेजा * रा(२चाका - रे अदा) 
-(श्रेफका-रेचो  )( २चाका - रेश्रक्ा)( *९चाका -- रे अछा) 
-ेचाजा रे झ +(र२चाका - रेअछा)(३जा * का - रेअ रे चाका रै 
+ रेअरैछारा + ६चा * का- ध्श्रचा * छा ) 
- रेचाजा * का रे + (सचाका- शेअछा)६ ३ेका(जा * +अ* छा) 
. -रेअप्चाका' + ६चा रै का - ६अचा छा 3 


+रेचाजा * का) + (२चाका- रे श्रछ्छ) (रेर्का(अपचाका - ४चा * 9: 
- रेअ चाभा  +- ६चा रका- #अचा * छा | 

- देचाजा "का  +(२चाका - रेअछा)( ३ेअ ' चारा पे 
- १रचा का -- रेअ चारा + हवा का- ६अचा * छा) 


 « - रेचाजा कार +(रेचाऊा - रेअछा)(अ  चामारे | 
द क्‍ - हैचा * का - #अचा *छ) 


-३चाजा ' का  +- रअ चा कार -- १ रचा * का पे 
- श्मअचा * छाका -- १अ * चाछाका * + १८अश्नचा * छाका 
ः + १७अ * चा * छा ऐ 
“ रेचाजा रे रा + श्थ चा का -- १रचा * का 
- रेअ न चाछाका  + २७अपै चा ' छा ऐै 
| रअपचा कार -- रेचाका (जाप + ४चा +अ छा) 
५ न रेज्अ चा छा * 


» श्ञप्ेचा फरार --श्अपचा कार -+- २७अप' चाट छा * 
- “>अप्चार मारे +- २७अरेचा' छा कर 
इसमे अचार का भाग देने से ओर चिन्ह को बदल देने से 
फू ,(र) ८ का - रण्छार (१५२ वां प्र० देखो) 


54 .. समीकरण-मीमांसा 


अंब यदि चतुघतसंमभीकरण में 'अब्यक्त के सब माने 
खंभाव्य होगे तो मा 
(र) 5 र* + ६चार + ४जार + अप का -- रेचा * । 
> फ्‌,(र) रे -+- इचार +जा | द 
फे.(र२) 5 - रेचार --रेजार -- (अस्का- रेचा' ) | 
३(र) + --(रेचामा -- रेअछा )२-- जारा । 
फ्, (र) ८ रा -- २७छा * 
इनमें के आदि पद १३७वें प्रक्रम से धन होंगे। इसलिये 
यदि चा, रचाझा-- रेअडा ऋण ओर रा -- २७छा' धन हो तो 
सब मान संभाव्य होगे । 


१४३--फ्ू(य) ओर इसके प्रथमात्पन्न फल फ,(य) से 
महत्तमापदत्तन की युक्ति से स्टर्म साहब के फलों के निका- 
लने में बहुत प्रयाल करना पड़ता है, इसलिये त्ाघव से फलों 
को निकालने के लिये एक युक्ति दिखलाते हँः--- 
_ ऋलपना करो कि फ(य)>प.,यत+परय * +पश्य है 
+ --*-- +पतदनी + ----- + पर ओर इसका प्रथमोत्पन्न फल 
' फू ,((य)->ब, यो +बस्‍्य  * + **--* + बतय 7 + ----+ बल 
फु(य) को ब' से शुण कर फू, (य) का भाग देने से 
शेष ८ ई ब(-वब,प,+प०व२)+ बज प.-वब,प०८ब३ )ये हे 
+ईब(>ब,प३ +प,ब२)+बप३- व, प/ब, )य है 
नई मी (२००००००* न्न्न 
बि(-ब,प, +प०ब२)+बलप्‌--ब/ पंत, २) ये 7 


* चत की कि का # कर का के # के काम दे सॉज ॥ | कक के आर 8 २ # हक # # क# # के के का दे ह भा की कम का # के #की# झ 4 कै # के ॥ कैश 
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.. चिन्ह को बदल देने से स्टर्म का पहला शेष | 

फू२(य)८ब३(ब,प,--प५ ब२) + बप,च३ “बपह ये 

.... +बिन्‍(बप,-पण»ब२)+ब/प०ब, -बप३ या 
| मर 
ित(ब_प८-प०/ब२)+ब/प५०बत; 2“ ब पत|य ते 
क्नण ढक कक १० कक कक 828० ३2 कक 099 कत ककनककक ] | 

इस पर से यद क्रिया उत्पन्न होती है 


फू(य) और फ़, (य) राशि में य के एकापचित घात क्रम 
से ३ प्रक्रम की युक्ति से सब पदों को बना लो | 


फू, (यं) के प्रथम पद के गुणक से फ(य) के द्वितीय पद 
के गुणक को गुण कर उसमे फा(य) के प्रथम पद्‌ के गुणक से 
. गणित फू, (ये) के द्वितीय पद्‌ का सुणक घटा कर शेष संख्या 
को पहली संख्या समझो | फ(य) ओर फ ,(य) के प्रथम पद्‌ 
के शुणकों का घात दूसरी संख्या ओर फ ,(य) के अथम पद्‌ 
के ग़ुणक का वर्ग तीसरी संख्यो समझो । तीनों संख्याओं में 
यदि संभव हो तो समान द्वी घन खंख्या का अपवक्तेन देकर 
ओर तीखरे का चिन्द्र बदल कर क्रम से पद्दिला, दूसरा और 
तीसरा स्थिर गुणखक समझो । द 
प्र ,(य) के द्धितीय पद के आरंभ से सब पदों के गशुणकों 
को पहिले स्थिर ग़ुणक से गुण कर एक पंक्ति में रक्खो । इसके 
नीचे एक के नीचे एक इस क्रम से फू ,(य) के तृतीय पद के 
आरंभ से खब पदों के गुणका का दूखरे स्थिर गुणक से गुण 
कर रखो । इसके नीचे एक के नीचे एक इस क्रम से फ(य) 
ह व 


हें$छ खमीकरखु-मीभांसा 


के तृतीय पद के आरंम से सब पदों के गुणकों को तीसरे 
स्थिर गुणक से शुण कर रक्‍्खो । इस प्रकार ऊर्ध्वाचर पंक्ति 
में ओ जो संख्या दोगी उनको जोड़ लेने से ओर संभव. रहते 
किसी समान धन संख्या का अपवंतन दे देने से ये खब क्रम 
से फ्‌.(य) के सब पदों के गुगक आ जायेंगे। इनमें या 
ये $ इत्यादि लगा देने से फ.(य) का मान निकल आवेगा। 
फ्‌(य) और फ ,(य) इनके स्थान में फ ,(य) और फ२(य) को 
लेने से ऊपर दी की युक्ति से फ३(य) निकल आवेगा फिर 
फ. (५) ओर फ.,(य) को लेने से फू ,(य) आवेगा । इस प्रकार 
सब आ जाय॑ंगे। जैसे है 
उदाहरण--(१) फू(य) नय > णज्य“ +श्थ्य*ं->शण्यो.... 
क्‍ + धप्य-- २ ६ 
इसमें. फू ,(यो न श्य* - स्श्य* + ६०य६-- ८०्य+श्८ 
फ(य) छोर फू, (य) को पूरा कस्ने से क्रम से दोनों के सुणगक 
+१,- ७, + १५, ०,--४०, +- ४८, -- १६ द 
के ६, “+ रेए ++ ६०, ०,“-प्ाू० न+देप 
पहिली संख्या- ६०८ “5 ७-- १ १८ -- रेश+ + ७ 
दूखरी ” >१%६ ब्कश 
तीखरी » >६»६ स््रेष 


इन तीनों में किसी घन संख्या का अपवत्तंन न लगने से 
प्रथम स्थिर शुशक ८- ७, दसरा ८ ६, तीसरा ८- ३६ । 

क्रम से स्थिर गुखकोा से गुणित फू, (य) के द्वितीय पदादि, 
लथा तृतीय पदादि गुणक ओर फर(य) के तृतीय पदादि शुणुक 
क्रम से 


समीकरण के मूलों का पृंथकरण.. रं&पू 


“७ ८5 +२४५,-- ४२० , ० , +५६०,-- ३३६ 
६ +> +रे६०, ७ ,“+४धै८े० , +रस्ध्ू८ 

“>रे६२४ ८ >जे४०, ० ,+१४४०,- १७४५८, + ५७६ 

योग +८5+६५ ,--४२०-६६० ,-८८० .+ २७० 

| १३ ,-८४, +१६२ ,+ १७६, + ४८, 

द क्‍ ५ के अपवत्तेन से 


इसलिये फे,(ब) 5 क्‍ 
श्श्य -- ८ध्य + १६श्योे-- १७६य + ४८ 
इसी प्रकार फू, (4) ओर फ़ -(य) को लेने से 
प्रथम संख्या ८ १३३५ -३५--६ »<८--- ८४ ८ ४६ 
दूसरी ”» “१३१६ न््ण्८ 
तीखरी ! >श्३२५»१श१३ . + १६६ 
अपवर्तेन न लगने से प्रथम गुणक ८ ४६, दुसरा ८ ७८ 
ततोखरा > १६६ । 
४६२८ 5 -४११६,+६४०८,-- ८६९२४, + २२४५२ 
छय १८ ८८ -+ ४६७६, -- १३७२८, + ३७४४ 
-१६६ ४८ ८ --१०१४०, ० , +१३५२०,- ८११२ 
॥ योग मे ।७३२०,०- ४२३२०, | ८६४०, -- ४७६० । 
७२० के अपवत्तन से और य के घातों को लगा देने से हा 
फू ((य) > य -- ध्यर + १ स्य -- ८ 5 (य-- ३) * 
इसी प्रकार आगे भी सब निकाल सकते दो । 
( २) फू(य) >य* - ध्य* + श्य + श्ए्य-- ४८० 


ब्ठद '.  खमीकरण-मीमाँसा 


यहां फ(य) का प्रथमोंत्पन्न फल 
फ,(य)८ ध्यर - श्प्य रे + श्ण्य+ १४ 
३२ के अ्रपवत्तन से 
.. फ,(य) ८ स्यर- ध्यरे + श्य +७ 
प्रथम संख्या ८२३ - ६-- १५% -- ६८ - 


३ ३प्र.गु5-३ 
दूसरी 7? ८२५७१ + '२०»द्वि.शु८२ 
तीसरी 9. बकऋषे#बग*े +& ४ तू. गु८ -४ 
जद जे करे७, -रै५, -रेरे 

३२% -८+१०, + १७४ 


- ४ कै 5 २०, “भेद न २६ 
योग न्‍5 ९७, - डे७, “+ हे 
किसी घन संख्या का श्रपवत्तन न लगने से श्रोर य के 
चात लगा देने से 
पृ: (य)- १७य -- श७छय -- ५ 
फिर फ,(य) ओर फ-(य) को लेने से... 
आर. से, ८१७३ -६--३१ -श५७छ-८ -रे६ )पध., शु८- ३६ 
दद्वि.सं, ८२२८ १७ द ३४ >द्विशु८ ३४ 
लूँ. से. ८२१७ २८ १७ ... ऋ## रशेण्य£६ ' तू. ग़ु८ -- २८६ 
“>रे६% ८ + ९३१२३, १६४ 
डे४ २ न्‍+ा “5२७० क्‍ 
*- रे८ह£ & मो +- १४४५, >> रे०२३ 
योग ८+ ६०८, रैरर८ 


का 
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४ का अपवत्तन दे देने से ओर य का घात लगा देने से 
फू, (य) ८ १५रये -- ४५७ -: 
फिर फ्‌२(य) ओर फ्‌,(य) को लेने से 
फू, (प) ८ १७यरे -- श७छय - ५ 
फू ((य) ८ १५श्य - ४४५७ क्‍ 
प्र, सं, ८ १५२ ८ --५७-- १७ %८ --एश७छ ८ -८६४ 
३(य) में तीसरे इत्यादि पदों के न होने से दुसरी संख्या 
का कुछ प्रयोजन नहीं ओर 
तीखरी संख्या ८१५२» १५२ 
. इसलिये प्र. गुद +प्६५ 
तू. गु८ -- ९५२ 2८ १५२ 
दोनों गुणक ऋण हुए इसलिये 
फू ,(य) ८ - ८६५ & -->४५७०+(-- १५६ ५८ १५२०८ -- ५) 
नया ८ ४४७ + ९५२०८ १४५२ २८ ५ 
अर्थात्‌ फ्‌,(य) का मान घन हुआ । 


ऐसे स्थानों में गुणन करने का परिश्रम बचाने के लिये 

' केवल गुणन के सांकेतिक चिन्द से इतना समझ लेना चाहिए 

कि अ्रन्त में जो फल्न य से स्वतन्त्र आता हे अर्थात्‌ व्यक्त 
खंख्यात्मक दे वह धन है वा ऋण । 

यहाँ प्रथम संख्या का भी संख्यात्मक मान निकालने का 

छु प्रयोजन नहीं केवल अटकल से मालूम पड़ जाता हे कि 

बह प्रथम संख्या ऋण होगी इसलिये प्रथम गुणक भी ऋण 


श्छ्८  सममीकरण-मोर्मासा 


होगा । इसलिये फू,(य) का प्रथम खशड घन ओर दुखरा भी 
धन होने से फ.,(य) का मान धन व्यक्त संख्या दोगी। इस 
भकार से स्टम के शेषों के निकालने में बहुत ही लाघव हे। 
मेरी समझा में जितने परिश्रम से महत्तमापवत्तन की युक्ति से 
स्‍्टम के शेष ' निकलेंगे उसके आधे परिश्रम में मेरी युक्ति से 
निकलेंगे ओर महत्तमापवत्तन की 'युक्ति से क्रिया जितने 
स्थान को व्याप्त करेगो उससे आधे ही स्थान मे मेरी युक्ति से 
क्रिया पूरी हो जायगी। वुद्धिमानों को चाहिए कि इस पर 
विशेष ध्यान दे । _ द द 
अभ्यास के लिये प्रश्न । 

१ य*+रेय + ज्य' +श्ग्य+ १८० स्टम की युक्ति से. 
इसके मसला की विवेचना करो | 

यहाँ दो संभाव्य मूल (-२, -१) और (-१, ०) 
इनके बीच में हैं ओर दो असंभाव्य मूल होंगे । रा 


। य - ध्यर - रेय + २२८० इसके सूलों की विवेचना 
करो । 


यहां दो संभाव्य और दो अखंसाव्य सूल होगे। फ्क 
संभाव्य २१ और दूसरा ३,४ के बीच में होगा। 
.. | ३२ या + रय +यरे -- श्य ->- श्य --५८० इसमे शअ्रव्यक्त 
के मानों की विवेचना करो ॥। 

इसमे अव्यक्त का एक ही खंभाव्य मान होगा | 

छे।य* - स्यर - ध्यरे + १०्य+ १० ०० इसके मूक्लां की 
विवेचना करो । ः 

इसके सब सूल संभाव्य हैं ओर --३ और ३ के बीच. में हैं:॥ 


समीकरण के मूलो का पृथकरण ख््ध 





. फू] ये + रेय' + स्यरे - शेयर -- स्य-- २८०० इसमे अध्यक्त 
_ के मानों की विवेचना करो 


यहां एक हो संमाव्य मान. है जे १ ओर २ के बीच मे है 
८६। या +१श्य" -- १० श्य + १८१८ ० इसके मूली को विकें- 


चना करो। द 

यहां तीनो मूल खंभांच्य हैं। दो सूल ३-२ और ३-३ के 
बीच होने से बहुत ही पास पास हैं। इसलिये उनके सीमाओं 
की अलगाने मे बहत प्रयास करने की अंवश्यकता हैं।. 

७ [य-+य +यरे -- न्‍्य' -- रघप + १५“ ० इसमे अव्यक्त के 
मानों की विवेचना करो। 

. यहाँ एक ही संभाव्य मान ० और १ के बीच जे हे । 

झ।य -हय + श्यपे + श्श्य--४ 5 ० इसके सूला की 
विधेचना करो । 

यहां सब सूल संभाव्य हैँ। एक --२ और -९१ के बीच, 
एक ० ओर १ के बीच, दो ३ ओर ४ के बीच है । 

&। सिद्ध करो कि न्‍्यूटन की प्रधान धन सीमा जानने को 
 युक्ति फोरिअर के सिद्धान्त के अ्रन्तगंत ही है ( धश्वां प्रक्रम 
देखो ) 

१० | या - ध्य” - ३०य- -- श्थ्य-- 8 5 ० इसमें अव्यक्त के 
मानो की विवेचना करो | द 

यहां केवल दो संभाव्य मान है जो कम से - २ और-- १, 
ओर ६ और ७ के बीच में हैं. । 

११ । श्य" - श्ग्य " -- ६ण्य* -- १२०य रै -- ३ ०यरे -- श्र्य -- ४» 
+० इसमें अव्यक्त के मानों की विवेचना करो | 


रेम० ,.. समीकर ण-मामांखा' 


_ चह्टां केवल दो खंभाव्य मान हैं जो क्रम से-१ और ०, 

ओर ५ और ६ के बीच में हैं । क्‍ क्‍ 

१२। श्य - १शयरे ->- पश्य- १६० ८० इसके सूत्रों की 
परीक्षा करो । | द 

यहां सब संभाव्य मूल हैं। एक-०० और--७ के बीच 
ओर दो--७ और ६ के बाच है । क्‍ 

३ । रेयों - इय - सय--३० ० इसमे अव्यक्त के मार्नो 
की विवेचना करो । री 


यहां दो संभाव्य मान हैं जो क्रम से-१ और ०, और १ 
ओर २ के बीच मे हैं। यद्दां फू (य)- (१---१)१ पऐेसा होगा, 
इसलिये स्टम की युक्ति से फ्‌.(य) हो तक फल्लो को लेकर 
मानों की विवेचना करो । ( १३४ वां भ० देखो )। 

१४ | नीचे लिखे हुए समीकरण में स्टम के सिद्धान्त से 
द्खिलाओ कि अव्यक्त का एक दी संभाव्य मान हैं:-- 
(१)य१+ ये + श्ग्य-- १ ८ ० ह 
क्‍ (२ ) ये. इयर + ८ूय + ४० ८ ० 
. (३) य*१- श्य + ४०८० 
(४ )यर+ ये - श्य-- १० ८ ० 5 ः 

१४ सिद्ध करो कि “को राशिद्विशतीक्षुएणों राशिवर्गंथुतो 

इतः” इत्यादि भास्कराचाय के चतुर्धात समीकरण में जो 
. फू (ब)>य* - श्यरे - ४००य-- ६६६६ ० ० यह सिद्ध होता 
हे इसमें अव्यक्त के दो हो संभाव्य मान होते हैं जिनके क्रम 


से मान ११ और - ६ है । 


ग 
यु 


' आसन्नमानानयन . शव 


१६। य* -. श१श्य* + ६ ध्यरे .. ७०य -- ४२ ८८ ० इसके मूलों 

को बुडन की रीति से अलगाओ । 
उ० मूल, (-१,०), (२,३२), (५,५) और (६,१०) 
इनके बीच में सब संभाव्य हैं । 

१७। स्टम को रीति से किसी चतुर्घात समीकरण के 
उत्पन्न सब फल्नां के आदि पदो के चिन्द्र ++-+ - पेखा 
नहीं हो सकते यह सिद्ध करो। 

१८ | यदि किसी चतुर्घात समीकरण में चा और रा दोनों 
धन दा तो सिद्ध करो कि अव्यक्त के सब सान असं माव्य होंगे 
( १४२व प्रक्रम के चतुर्घात समीकरण के उदाहरण से और 
१२शव प्रक्रम से चा, जा इत्यादि के मानों से खिंद्ध होगा कि 
. स्टमें के फलों के आदि चिन्ह ++-++वा++--+ 

ऐेसे होगे ) । 





१३-आसजन्नमानानयन 


९४४--फ् (प) - ० इसमें स्वल्पान्तर से य का जो मान 
आता है डसे अव्यक्त का आसन्न मान कहते हैं।ये आसन्न 
मान संभाव्य संख्यात्मक ही जाने जा सकते हैं 

भारतवष के प्राचीन गणितज्ञों ने य+ -अ इस समीकरण 
मेय का आसन्न मान इस प्रकार से निकाला है ' 

कल्पना करो किअ का सूल म्‌ से बड़ा ओर मू+१ से 
छोटा है तो रुपष्ट है कि य का मान म्‌ से बड़ा और म्‌+ १ से 
छोटा द्ोगा। मान लो कि य >म्‌+र जदां र रूप से अर दै तो _ 


समीकरण -मीमांसा 


श्द्वर 
मूर + श्म-र+रप >अ 


. ये 5 (म्‌ू+ २) ८ 
. शमूर+र ८अ-म्‌र >शे 
दोना पत्तों में र* के जोड़ने से 
र्मुर + २रो रलशे+ रे 
हे 8 ले पी ५78 20 9 अदा की ५88 टीका ५ अल, 
क श्मृु+- रर सम्‌ू+ २+ रेश--२ रमू+-४--२(१- २) 
श- १ 


शे+ १२ कल १--(१--२*) 
श्मू+ २--२(१-२) श्मू+ २ 


> स्मू+२ 
| र्‌ 
होकर + 7) जू+ २) श््जक 
0 ॥ (५२ 
क्‍ गा र 
ध हो अंग  लनम पर 
_._शे+१ हद ०] मय) आचा | 
शा +इ 
३ ((-र) | कीच 2: मू+र | द 
कक ० हम (म्‌ू+१)९ मू+ १ 
शम्‌ + १) । (डर 
क्‍ द म्‌+ २ 


शे+श 0 व गे. २ 
 शम्‌+ २) म्‌+ १)(म्‌ + २) | 
दूरूरे खरड का मान- सब से अधिक होगा जब-र- ० . 


आखसल्नलमानानयन  शद्धरे 


*-ल।-0-0 जन) 
तब दूसरा खरााड ८- है 5 दे श्र 
। शर्म | 
. श्मृ(म्‌+ १) ््ि 
इसमें यदि शेष का मचत्तम मान जो कि श्मू तुल्य होता 
है मान लो तो दूसरे खर्ड का महत्तम मान ख्ार 
रूपाल्य होता है | इसे धाचीनों ने छोड़ दिया हैं। इसलिये 


स्वत्पान्तर से र का मान यह छुआ ओर तब 





२(म्‌+ १) 
शे+-१ 
य>4५“अन्‍्म्‌+ ब | दसरे खरय्ड को नीची जाति बनाने 
म्‌+ २ 
के लिये हु ६०(शे+- २१) 
के ये॑६०से हु श्म्‌ + २ 





इस पर धाचीनों का यह सूत्र हैः-- 

'मूलावशषकं सेक॑ षष्टिप्न विकलान्वितम्‌ । 

डिगुणेन दियुक्तन सूलेनापं सफुर्ट सचेत ॥? 

यह सूत्र परम्परा से सब करणापग्रन्धथों में प्रसिद्ध है । 

जिस खंख्या का निरवयवब सूल नहीं मिलता उसके सूचम 
मूलानयन के लिये कमलाकर इृत्यादिकों ने पहले डस संख्या 


को खाठ के वग से शुण कर तब ऊपर की युक्ति से मूल छेकर 
मूल में साठ का भाग दे दिया है | उन ल्लोगो का यह सूत्र है-- 


'बष्टिवगंगुणादइगन्सूल ग्राह्य यादगतम । 





है. । सभीकरण-मीमांसा 


5 कमलाकर ने अपने स्पष्टाधिकर में ज्या पर से पञ्चमांश 
ज्या के साधन के लिये यह विधि 'लिंखा है कि समीकरण में 
अव्यक्त के एक घात को एक तरफ और और अ्रव्यक्त के घात 
ओर व्यक्ताहु को दूसरी तरफ ले जाकर अव्यक्त के एक घात 
के गुणक से दूसरे पक्त में भाग देकर अ्रव्यक्त का अव्यक्तात्मक 
मान जान लो । अब इस मान में अटकल से जो व्यक्त, अव्यक्त . 
का आसन्न मान आवे उसका उत्थापन देकर दूसरा आसन्न 
मान निकालो फिर इसके उत्थांपन से तीसरा मान निकालो: 
या बार बार क्रिया करने से एक ही मान आने लगे तब उसी 
को अव्यक्त का सूचदम आसन्न मान कहो । जैसे क्‍ 

उदाहरण--( १) य*- रय- ५८०० इसमें श्रव्यक्त का 
'मान जानना है।_ द द 

ऊपर की क्रिया से अव्यक्त के एक घात को एक और ले 
जाने से द द 

रेय -यौ-५ .. य८ के 

इसमें पहले य ८ ९ ऐसा मानने से य का दूसरा आसन्न मान 


य*.५ ८-४५ ३ 


डत्थापन देने से क्‍ 
यझ (३) “गे _ रण ४० __ १३ 
गज २ १६ 


इस प्रकार से आसन्न मान आते जांयँंगे परन्तु यहां यद्द 
कुछ नियम नद्दीं कि उत्तरोत्तर सूचम आसन्न मान ही आता 
जायगा, द्वां यदि य के वास्तव मान के बहुत दही पास वाली 


आखसन्नमानानयनः- .. श्घ्फू 


संख्या का उत्थापन य के स्थान में दिया जाय तो इनके मत 
से आसन्न मान आ सकता है।... 
इसी उदाहरण में ऊपर मूलानयन की युक्ति से पद्विल्े 

यदद समझ लिया कि 
फ(ब) >य* - स्य- ५८ - १ यदि य5 २, और फ(य) ८ + १४ 

_ यदि य३ । इसलिये चिन्ह के व्यत्यास से जान पड़ा कि. 
२ झोर ३ के भीतर य का एक मान है। कल्पना करो कि. 
य>२+च तो 


फ(३२+च)>फ (२) +फ(२)च+ फ”(२)-- +फ”(२) 
परन्तु फू (य)->यरौ- र्य-५ .'. फू (२)८ - 








फू (ब)>श्य-२ -. फा (३) १० 
फ्‌/(ब)रध््य.. -/- फ/ (७5 ३ 
फ/(य) - ६ . -. फ“(२)०- $ 
इसलिये द 
ह २ ध्च््धरे 
फ्‌ः (२ न चच) व है +र०चज न न न हा 
| 3325 +इचें था ०च-१८ 
अब कमलांकर की युक्ति से... हु 
४ न शक * 
नल र्‌ पल 
२० 


अब इसमें स्पष्ट हे कि च खबदा रूपातप हैं; इसलिये पहिले 
च के स्थान में शूल्य का उत्थापन देने से च-< | अब च के 
स्थान में 55 के उत्थापत्र से तीसरा च का अखन्न मान 


रपये समीकरण -मौमांस 














८ |” कुछठ “ह6 १०००-- ६० - है _ धह्शे&£ 
२० : द १५०७७०० .. .१.७०७७०७ 


फिर इसके. उत्थापन से उत्तरोत्तर च के अनेक मान 
आदबंगे | इनसे य के आसन्न मान ८-२+च 


. ३+०, ३३७ २१५१४ “इत्यादि आवेंगे। 


२०००० 





इससे सिद्ध दोता है कि जहां अव्यक्त का मान रुपालप 
होगा वहाँ कमलाकर की युक्ति से उत्तरोत्तर आसन्न मांन 
सूच्म होगे । 


ऊपर २ के स्थान में यदि ग रकख तो 
फू (ग+च) 5 फू (ग)+ फू/(ग)च + फ/(ग) 3 8 नर 


कल फ्ा(ग) फ्‌ः(ग) 
इसलिये च<- अं 7 जद बज 
इसभे यदि पहिले च के स्थान में शून्य का उत्थापन दो तो 
फू (ग) ल्‍ 


इसलिये य -ग+चनन्‍्य 0] 
द फ्(ग) 


ग के स्थान में ग- २ (0 _ + * ईसके उत्थधापन से (१) 


(ग) 
समीकरण से च का दूसरा मान निकलेगा जिसे 


| ग- फू (ग) 

फ(ग) क्‍ 

माने आखेया | यो बार बार क्रिया करने से (१) से य का बहुंते 
ही सूचक्म मान आ जायगा । 


२) समीकरण से ज्ञो आसजन्नमान ले आने की युक्ति 
उत्पन्न द्वोती द्वै उसे न्‍्यूटन सद्दाब ने निकाला है इसलिये इसे 
. आसपक्षमान जानने के लिये न्‍्यूटन की रीति कद्दते हैं । 

ऊपर जो य*--र्य-५->० यह -उदाहरण दिखाया है 
इसो उदाहरण को न्यूटन ने भी श्रहण कर अपनी रोति को 
दिंखलाया हैं । 


यदि ध्यान से देखो तो कमलाकर ही की रोति का विशद 
रूपान्तर न्यूटन की रीति है। 





ग, इसमे जोड़ देने से य का दुसरा आसन 





५ देंरे--न्यूटन की रीति से जो बार बार आखन्नमान 
आता वह उत्तरोत्तर सूच्म होता हे वा नहीं यह उनकी रोति 
से स्पष्ट नद्दीं होता। इसके लिये फोरिअर ने यह रीति 
निकाली दै--- 


. कल्पना करो कि फू(य)- ० इस खमीकरण में अ ओर क 


' के बीच एक दी अव्यक्त का मान पड़ा है ओर फ(य)- ०, 


फ/(य) ८ ० इनके अर ओर क के बीच कोई अरव्यक्त मान नहीं हे 
तो न्यूटन की रीति से उत्तरोत्तर प्रूदम आसन्नमान आते 
जायेंगे यदि क्रिया का आरम्म तर ओर क की सोतर की संख्या 
से की ज्ञायगी जिन दोनो संख्याओं के भीतर य के स्थान में 
किसी संख्या का उत्थापन देने से फ(य) ओर फ(य) दोनों 
एक चिन्ह के होगे | 





श्घ८ समीकरण-मीमांसा 


... ऊपर की कल्पना से स्पष्ट है कि अ ओर क के बीच य के 
मान में फ्‌(य) एक बेर चिन्ह बदलेगा परन्तु फ(य) और 
पुर! /(य) दोनों एक ही चिन्द्र के रहेंगे। यहां यद्द समझ लेना 
चाहिए कि क-- श्र यह कोई धन संख्या है। 


१४६--ऊपर की युक्ति से सिद्धि के लिये पद्दिले कल्पना 
करो कि फा(य) > फ(ब)- फ(अ)-६- हर फि(क)- फ(»)) 
यह एक समीकरण है| इसमें यदि य- श्र वा य-क तो स्पष्ठ 
है कि फा(य)- ० होता है इसलिये दंप्वे प्रक्रम की युक्ति से 


फृरृ(य) - ० इसमें एक अव्यक्त मान अ ओर क के बीच अवश्य 
दोगा | मान लो कि यद्द मान आ के तुल्य दै तो (१०वें प्रक्रम से) 


((२)- फ(ब)- २2 - 09) स्में य के स्थान में 


आ के उत्थापन से... 
पफ्(आ) फ(क)- फ(ञ) 


फ(क)-फ(आओ.. ८(क-आ) फ(आ) 
इस पर से सिद्ध होता है कि अ ओर क के बीच में एक 
आ ऐसी संख्या अभ्रवश्य होगी जिससे 


फ्(क)-फ्(अ) ८ (क - भर) फ्‌(आ) ऐसा एक समीकरण 


». खनतगा । 


. १४७--कल्पना करो कि अ से क बड़ा है तो यदि फ'(आ) 
यह धन दोगा तो फ(क) ,फ(ञआ) से बड़ा होगा। और यदि 
फ(आ) यद ऋण होगा तो फ(क) से फ(अ) बड़ा होगा। यदि 


अपखनचतमसानान न श्ध्डडै 


अऔओर क के बीच प्रत्येक य के मान में फ((य) हो ती स्पष्ट है 

फ्‌/(आ) भी धन होगा और श्र और क॑ के बीच प्रत्येक य के 
मान में यदि फ(य) ऋण हो-तो फ्/(आ) सी ऋण होगा। 

इस पर से यह सिद्ध होता है कि यदि किसी दो खंख्याओं 
के बीच प्रत्येक य के मान. में फृ(य) धन हो तो उन दोनों 
संख्याशो के बीच य के मान में फ|य) बढ़ता जायगा ओर 
यंदि फ(य) ऋण दो तो फू(य) घटता जायमा। अंथात्‌ डे 
दो संख्याओं के भीतर यदि फृ(य) छक ही चिन्हाकां रहेगा 
ओर फ(य) ओर फ़'(य) एक ही चिन्ह के होंगे. तो उन दोनों 
संख्याओं के भीतर य जैसा जैसा चढ़ता जायगा तेसा तेसखा 
फ(य) का खंड्यात्मक मान बढ़ता जायगा |. और यदि फ्(स) 
ओर फृ/(य) विरुद्ध चिन्ह के होंगे. तो फ(य) का खंख्यात्मक 

मान घटता जायंगा-। 


१७८--शअब फोरियर की रीति की उत्पत्ति ऐसे करो--- 


पहले---कल्पना करो कि य<अ तो फ(य) और फ”(य) 
एक ही चिन्द्र के हैं। मान लो कि पहिला आसन्न मात्र अ हे 
तो न्‍्यूटन की रीति से दुसरा आखसजन्न मान अः 5>अ- को, 
ऋल्‍पना करो कि य का वास्तव मान >अ+ च तो फ्‌(भ्र+च)८०. 

अब १४६व प्रक्म से फ(अ+च) - फ(अ) - च फू/(आ) 
( जहाँ अ और अ+ च के बीच में कोई संख्या आ है । ) 


इस्तलिये च- -- को ओर य का वाध्तवः मान 


अ-- कोड) हुआ ओर न्यूटन की शीति से दूसरा आखनन मान 
१& 
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अ-- को) यद्द हुआ जिसको सिद्ध करना है कि अर की श्रपेत्ता 
वास्तव मान के निकट है।च के धन होनेसे कफ ज इसमे 
. भाज्य और भाजक विरुद्ध चिन्ह के होंगे ओर कल्पना से फ(अ) 
ओर फ(ञअ) एक ही चिन्ह के हैं;इसलिये फ'(आ) और फ'(ञ) 
भी विरुद्ध चिन्ह के होगे । इसलिये य के अ और क के बीच के 
मानों में फ(य), जैसा जैखा य बढ़ेगा, तेसा तैसा घटता 
ज्ञायगा (१४७वां प्रक्रम देखो ) इसलिये फू (आ) के संख्यात्मक 
मान से फृ(आ) का खंख्यात्मक मान अल्प होगा; इसलिये 
__ फ(ञ) संख्या - - 3 (*) रस ४ 

- क्त] अह धनात्मक संख्या - छूतआस धनात्मक संख्या 
से कम होगी; इसलिये न्‍्यूटन का दूसरा आसन्न मानपद्दिले की 


अपेकत्ता वास्तव मान के पास वास्तव मान से अल्प है । अरब 
दूसरे आसन्न मान को अ, कहो तो ऊपर ही की युक्ति से 





सिद्ध दो जायगा कि अ, की “अर यह तीसरा आसन्न 


मान दूसरे आसन्न मान की अपेक्षा वास्तव मान से कुछ अल्प 
वास्तव के पास है | इस तरह से सब आखन्न मान एक से 
दुसरा सूंच्म होतो जायगा। 


दूसरे---कल्पना करो कि फ(य) ओर फू (य) एक ही 
चिन्ह के है। ओर पहिल्ले य को क के तुल्य मान लिया जो कि 
असे और वास्तव य के मान से भी बड़ा है तो न्‍्यूटन: का 


दूसरा आसज्न मान क-- कक यह होगा । मान लो कि 
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य का वास्तव मान +क+च है. जहां च ऋणात्मक खंख्या द्द 
तो फू (१++च)5 ० ओर श१७४६व ।प्रक्रम से फू (क+च) 
-फ (क) ८ चफ(का) जहां का, क + च और क के बीच में है । 

इसलिये च>-- का यहाँ च के ऋण होने से फ (क) 
ओर फ/(का) एक ही चिन्द्र के होंगे और कर्पना से फ (क) 
और प्र/(क) भी एक ही. चिन्ह के हैं; इसलिये फर(का) और 
फृ/(क) एक ही चिन्ह के होंगे; इसलिये श्र और क के बीच 
जैसा जैसा य बढ़ता जायगा तैसा तैसा फ(य) भी बढ़ता 
जायगा । (१४७वां प्रक्रम देखो)। इसलिये फ़ू'(क) का खंख्या- 
व्मक सांन फृ/((का) के खंख्यात्मक मान से बड़ा होगा; इसलिये 


फल यह धनात्मक संख्या क्र इससे छोटी होगी । 


इसलिये पहिले आखन्नमान को शअ्रपेक्षा न्‍्यूटन का दूसरा आखन्न 


मान वास्तवशमान के पास है । इसी यक्ति से दूसरे की अपेत्ता 
तीसरा आसन्न मान वास्तव मान के पास होगा | इस तरह से 
एक की अपेक्षा दूसरा आसन्न मान वास्तव मान के पास पास 
होता जायगा | इसलिये फोरियर का विशेष इस स्थान में बड़ा 
ही उपयोगी है । अर्थात्‌ जिन दो संख्याश्रों के बीच य के बढ़ने 
वा घटने से जब फ(य) ओर फ्‌”(य) एक ही चिन्ह के होंगे 
तब उन दोनों संख्याओं में से चाहे जिसको प्रथम आखन्न मान 
यदि न्यूटन की क्रिया करागे तो आसन्न मान उत्तरोत्तर सूच्म 

ते जायंगे और यदि्‌ यद्द स्थिति न दोगो तो न्यूटन की रीति 
से निश्चय नहीं कि उत्तरोत्तर आसन्न मान सूद्म होगे। 
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१४६---कंल्पन्ना ऋरों कि न्‍्यूटन की रोति से किसी बार 


का आसन्न मान ग है तो ऊपर के प्रक्रम की युक्ति से वास्तव 


मान लूग- का पर यह्द होगा हमरा यूटन के आसन्न मान 


ग और वास्तव मान में अन्तर (गा 7 यह होगा। और 
8 2 गे गे पफा(ग) 
न्यूटन का य से आगे का आखसन्न मान ग -- छूट) यहद्द ही गा; 


इसलिये इसका ओर वास्तव मान का अन्तर के 
फु(ग) __फ(ग)- फू(गा) 
पफ्छ(म) फ्(ग) 
फृ(ग)-फ(गा) 5 (म-गा)फू”(वा) जहां ग ओर गा 
बीच में कोई संख्या पा हैं । इसलिये इसके उत्थापन से अन्तर 
उक्त परन्तु ग और ग्र+च > वास्तव मान के 
बीच में कोई संख्या गा हैे। इसलिये ग-गा यह त से अटह 
होगा; इसलिये यह अन्तर नक्काल इससे अल्प होगा । यदि 
उन दोनों संख्याओं के बीच य को बढ़ाने वा घटाने से फ(य) 
का महत्तम मान फ/य) के न्यूनतम मान से विभक्त किया जाय 
झोर लब्धि को ल कहो तो अन्तर खर्चंद् लत' इससे अल्प 
रहेगा। जैसे १४४व प्रक्रम के यरै -- रप--५८ ० इस उदाहरण 
में सिद्ध हे कि वास्तव मान २ और २-१ के बीच मे है तो 
फूृ(य)- ब* - रप- ५, फै(य) > शेयर - २, हृई//(य) ८ इय, 
इसमें य के स्थान में २-१ का उत्थापन देने से ९ और २-१ के 





परन्तु १४६ व प्रक्रम से 
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बीच फ/(य) > ध्य का मदत्तम मान८ १२-६ ओर फ्न(य) 
> रेप -- ३ का न्यूनतम मान य के स्थान में २ के उत्थापन से 
१० इसका साग फे (ये) के महत्तम मान में देने से ल ८ १-२६ 
इसमें यदि स्वल्पान्तर से दुशमत्तव को छोड़ दे तो ल 5 १; इस 
लिये स्वत्पान्तर से पहिले अन्तर त से दूसरे अन्तर लत ' ८ तरे 
इसमें दूना दशमलव स्थान होगा | 
१५०--ल्यागरांज (7387278०) की रीति-- 
आसतन्न मान ज्ञानने के लिये ल्‍्यमगरांज ने यह रीति 
निकाली दे । कल्पना करो कि अ्रटकल से यह ज्ञान लिया कि 
(य)८ ० इसमें य का एक मान अ और अ+ १ के बीच में 


: पड़ा है। स्टम के सिद्धान्त से यह भी. पक्का कर लिया है कि 
अव्यक्त का एक ही मान अ और अ+ १ के बीच में है। मान 


पे १ कप लि 
लो कि य>+भ्र+-, इसका उत्थापन फ्ल(य) में देने से दिए हुए 


समीकरण का रूप फ(अ+ ) -० ऐसा होगा, इसमे छुंद्गम 
से स्पष्ट है कि फर[(र)-> ० ऐसा एक समीकरण होगा जिसमें 
र॒ का धनात्मक मान एक ही होगा क्योकि दिष् हुए समीकरण 
में य का एक ही मान श्र और अ+ १ के बीच में है। 

इस फ्रा(र२)- ० में अब र के स्थान में १, २, ३-----१*-- के 
 उत्थापन से समझ लो कि कोन दो पास की अभिन्न संख्याओं 
के बीच में र का मान पडा है। 

कल्पना करो कि क और क-+ १ के बींच में जान पडा कि 


र का मान पड़ा हैं। मान लो कि र२>क +-:, इसका उत्थापन 
फा(र) में देने से शोर छेदगम से एफ्रिं (ल)-८ ० एक ऐंखा समी 
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करण होगा जिसमें ऊपर की युक्ति से ल का एक ही धनाटमंक 
मान होगा | फिर इस फ्ि(ल) में ल के स्थान में १, २, ३------ 
के उत्थापन से जांन सकते हो कि किन दो पाख की संख्याओं 


के भीतर ल का मान है। 

कहपना करो कि ग और ग+? के भीतर ल का मान है । 
फिर लब्न्ग+ दर कट्पना कर व इत्यादि के मान जानने से लगा- 
क्‍ १ 
8 / बन 


तार क्रिया करने से य का मान > अर +- इस दघि- 


कक कक कक 


तत भिन्न के रूप में जान सकते द्वो जिसे य के अनेक आसल्न 
मान उत्तरोत्तर सूच्म बने । 

उदाहरण---( १ ) य३- र२रए- ५० ० इसमें य का आसजन्न 
मान जानना हे ! फ 

यहां ७३व प्रक्रम से स्पष्ट हैं कि समाव्य मान एक ही है 
वह भी रश्व प्रक्रम से धन होगा । 

परीक्षा से जान पड़ा कि वह घनात्मक मान २ और ३ के 


बीच में है । मानो य८२+ न तो 


फू (२)--२१-- २:२--५ 55- श१ 
. फाध(२)७-३-२ १-२ उन १० 
$ ३ (२)--३*२  आ- 


इसलिये र के रूप मे -२९+ १०२२९ + ६२+ १५७०० 
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चिन्दों के बदलने से र* -- १०२ -- ६९ -- १--० ऐसा समी- 
करण हुआ जिसे फ्रा(र) कहो | 
. यदि २-१० तो फा(र) ऋण ओर २-११ तो फा(र) धन 
होता है; इसलिये १० और ११ के बीच में र हुआ । 


सानो कि २८-१० गे तो 


फा (१०)७-१०*१ - १०-१० *९ -- ६-१० - १५० - ६१ 

फ्ा/ (१०)७-३-१० १ -- २०-१० -- ६ तन ६४ 

३४३ (१०) ८-३-१०- १० न्न >े० 

इसलिये ल के रूप में समीकरण - ६१ल* | ६४लर + २०ल 
+ १८-००, चिन्हों के बदलने से ६१७९ -- ६ एल -- २०ल -- १५५०० 
> फि (ल) 

यहां यदि ल-२ तो फिि (ल) घन और ल-- १ तो फि (ल) 
ऋण; इसलिये ल का मान १ ओर २ के बौच में हुआ 


. मानो कि ल--१+ हि तो 


फ्टि (१)७७६१-११--६४-११ -- २०-१-- १ ७ -- ५७ 
फ्ि (१)५७-१८३-१४ --- १८८-१-- २० कक रेश 
शफि (१)-१८३-१-६४ कि 
इसलिये व के रूप में समीकरण 
“अध्वरै - २श्वर +पध्व+ ६१-०० ऐसा डुआ, चिन्दों के 
बदलने से शण्व + रश्व -- घध्व-- ६१८७ ० ८८ फ्ि (व), इसमे 
भी परीक्षा से जानंगे कि व का मान १ और २ के बीच में दे । 
इस तरदह लगातार क्रिया करने से 


शहद. संमीकरण-मीमांसा 





इस पर से आखसन्नमान ( हमारी शोधी भास्करीय बीज- 
गणित की टिप्पणी ४३-५३ एथ्ट तक देखो ) 


का आल दर 
१ १० १११ २१५ 


है 


ह ४४ बी 
तल झीर -- का अन्तर 
व का वास्तव मान और ऊरू का २१ (२१५+ ११) 


------ इससे कम होगा। 
दछ 
फा(२), फ(२), +फ“(र) इत्यादि के मानव लाघव से ज्ञानने 
के लिये हानर साहेब की क्रिया करनों चांदिए ( २७वें प्रक्रम 


का विशेष देखों ) 


१३१---यदि अ और अ+ १ इनके बीच फट (य)-८ ० इस- 
का एक से अधिक अ्रव्यक मान हों तो स्टर्म के सिद्धान्त से 
वा किसी युक्ति से समझ लो कि अ और अ+१ के बीच 
कितने अव्यक्त के मान हैं और अर से आगे किन किन भिन्नाड़ी का 
पक एक मान पड़ा है । फ(य)> ० इस पर से ३छवे प्रक्रम से 
एक पेसा समौोकरण बंनाओ जिसमें अव्यक्त मान, दिए हुए 
समीकरण के अंष्यक्त मान से उस भिन्ञाड् के हँरगुणित तुल्य 
दो जिस मित्र और अर के बीच में य का एक मान हो । यदि 
दो भिन्नो के बीच में एक य का मान पड़ा हो तो उन भिन्नों कें 
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हरा के लघुतमापवत्यं गुणित य के मान तुल्य जिसमे श्रव्यक्त 
के मान हो ऐसा नया समीकरण बनालो । 


अब इस नये समीकरण में स्पष्ट है कि एक एक अव्यक्त का 
मान अवश्य दो पास की अभिन्न संख्याओं के भीतर होगा । 
अब १५०व प्रक्रम से इस नये समीकरण में अ्रव्यक्त का आखसज 
मान निकालो । पद्दिले समीफरण के अव्यक्त मान से जै गुणित 
नये समीकरण के शअव्यक्त मान हो उससे नये समीकरण के 
अआसम्न मान में भाग दे देने से पहिले समीकरण में अव्यक्त के 
आासच्न मान आजंगे। जैसे 

उदाहरण--(१) य* -- छय + ७5८० इसमें ७श्व प्रक्रम से 
स्पष्ट है कि सब मान संभाव्य है ओर स्टम के सिद्धान्त से 
जान पड़ेगा कि एक मान १ ओर है के बीच, दूखरा मान है 


५६ या 
ओर ९ के बीच में है; इसलिये ३६ थे प्रकम से य5- ऐसा 
ह ह २) या रा न 
मानने स॑ नया समीकरण हे ५" ग ७छ-न+-७च-० छेरगम सत्र 


यई -- र८य + ५६८ ० ऐसा होगा, इसमें अब एक मान २ और 
३ के बीच, दसरा ३ ओर ४ के बीच द्वोंगा। 


दो और तोन के बीच जो मान पड़ा है उसके जानने के 
लिये मान लो कि य८ २++> तो 
(या) नया _ र२८य 4५६, फ (य) 


. ह# रेय - रण, इफ(य)८रेय 
फ्(२) ८९२९ - २८-२+ ४५६ ८ ८ 


श्ढ्८ समीकरणु-मीमांसा 
फ(२)८१०२९ -- रद पलक हद 
३ 8३ (२)८३*२ ... +९ 
. इसलिये र के रूप में समीकरण ८र१- १६२९ + ६२+ १ 
न्‍ू०्न फा (२), यहाँ यदि २८ १ तो फरा (२) ऋण ओर र- २ 
तो फरा (२) घन छोता है; इसलिये २, ' ओर ९के बीच 
में पड़ा । 
मान लो कि २८१+ह« तो 
फा (२) - रएर१ - १६२९ +६२+ ! 
फा/ (२) - ९२४२९ -- १२२+ ६ 
३  (२)८ २+४२- १६ 
क्‍ है! कश  (२)-८८ 
इसलिये ; 
फा (१३७८-१९ - १६-१९ + ६-१ + १ ८ 


न्‍ः-रै 

फ्ा' (१)८ २४-११ -- ३२१+ ६ मा 

३ | (१)८२४-१- १६ किम 
है! की (१)७5 उस क्‍ न प् 


इसलिये र के रूप में समीकरण 
“ले -बेल' + ८तल + ८ न ० है 
चिन्हों के बदलने से ल१ + रल रे -- घल -- रू ८ ० ८ फि्‌ (ल) 
यहां यदि ल 5२ तो फि (ल) ऋण भओ,रोरल-"३२ तो फि 
घन होता है; इसलिये दो और तीन के बीच में ल हे 
मान लो कि हे 9  ओ 


फि (७) - ल१+ रल २ - पल - ८. 
फ(ल)->रेलप + एल-प८ 


३ फि” (ल)> रेल +२ 


झ्र्‌! फि/ (ल) घ् रे 
-. इसलिये 
.. फि(२०२९१+३२-२-८- ०८४८-८ 
फ्िं (१) ३-३ + ४२-८४ # १२ 
इ फि (६)७३-२+२ न झ 
है! फि (२१ क्‍ लहर 


इसलिये व के रूप में समीकरण क्‍ 
“प्वर्+ श्शवर + प्व + १, चिन्द्रीं के बदल देने से 
झवरं - श्श्वर - स्व - १ ८ फ्री (व) | 
यहां यदि व->२ तो फ्री (व) ऋण ओर व- १ तो फी (व) 


धन होता है; इसलिये २ और ३ केबीच में व हुआ । इस प्रकार 
लगातार करने से 


श्‌ 
१+ 


या ८र२+- 


#$%%क्कछकआ 


३०० समीकरख-मी मांसा 


इससे ग्ासजन्न मान 


यहां वास्तव मान और १४ इसका अन्तर ५ 
इससे अ्रतट्प होगा। 


३ ओर ४ के बीच में जो य' का मान है उसके जांनने के 


लिये मान लो कि य८३+-- तो 
पफ्म(३)८३* - २८-३ +- ५६ --- १ 


१४(७+ ३) 


फ्‌(३) ८ ३-३९ -- २८ सै 
है ( (९३)८३-३ . लहर 
इ! ३ (३) २. नर 
इसलिये र के रूप में समीकरण ा 
-रए-र२ +€र२+१ “०, चिन्दों के बदखतेसे 
रे -- रस ६२-१३ <०>फा  () 


यहाँ २०२ तो फा (? ऋण ओर २-८ १ तो फाो (२) धन 
दोता है; इसलिये र, २ ओर ३ के बीच में हुआ | 


श्‌ 
मान लो कि २-० २+ ज्ञ्ती 





फा (| 5२ +र*->ध्र- १ 
फा' (२) 5 ३रे +२र२-६ - 
का (र)->शभर्+१ू : 
व फा//(२-२ । 
इसलिये का द 
फा (२)-९२९ +२९-६-२-- १८-७ 
र्प्हा (२) «३-२१ +- ३७२ बनने >>: ७छ. | 
३ ३ (२)> ३-२+ २ ७ 
इसलिये ल के रूप में समीकरण 


“७्ल* + छल + ७्ल+- १८०, चिन्हों के बदल देने से 
छत  -- छल -- छल्न -> १ दधय ० >प्ि (बल) यहां ल ८ २ 


तो फिं (उ) ऋण और ल- २ तो पफ्ि (ल) धन होता है 
इसलिये ल, १ और २ के बीच में हुआ। द 


४। 


मानो किल-८ १+- तो 


ऐप (ल)-८ ण्लर-७छलरो-ण्ल-१ 
फू (स्व) घ्ड्र्‌ श्लो -- १एल-- ७ 
ह फि (ल)८ २१ल-७ 
६! फ्ि/” (ल)८ ७ 

इसलिये... क्‍ 
क्‍ फि (१) बट ७-० - ७०१ ९ -... ७-१५ -- ३ ८८४-- ८ क्‍ 
फि (१)८ २१-१४ - १४-६१- ७ 
 ईफ्ि (१)-२१-%-७ 


| 


छ. 


१४ 


३०२ समीकरण-मोमांसा 


इसलिये व के रूप मे समीकरण 
“स्वर + श्णश्व+ ७८ ० | चिन्हों के बदलने से 
ग्व रे >> १ एव-- ७ ८८ ० ८५ फ्री (व) 
यहां १5 १ तो फी (3) ऋण और १-२ तो फी (व) घन 
द्वोता है; इसलिये १ और २ के बीच में व हुआ । 
इस तरह लगातार क्रिया करने से 
१ 
२+--६ 
शे 


य/ ८३ +- 








पक 


« इस पर से आसन्न मान ३, ३, (5, (५७ ...इलमें २ का भाग 
देने से 
 य के आखन्न मान 
है ७ ४ २१७ 
रा पा ३ा ३० 
हि हे 325 है ३ 2 पी 
यद्वां वास्तव मान और रा हे अन्तर हक 
. इस से अल्प होगा । द शा 
य >ज्य-०७८० इस समीकरण में: ७श्व प्रक्रम से 
सिद्ध है कि एक अव्यक्त मान ऋण होगा। इसलिये य के 
स्थान में -य के उत्थापन से जो नया समीकरण बनेगा उसमे 
धन अव्यक्त मान के जो आसन्न मान स्थाग्रांज की क्रिया से 
आवंगे वे आदि खभीकरण य के ऋणात्मक मान के आखच्न 
मान होंगे।.... रख 
अथवा य॑दां द्वितीय पद्‌ यर के गुणक के शुन्य होने से 
स्पष्ट हे कि तीनों मार्नो का योग शल्य है; इसलिये ऊपर के दो 


श्रासबमानानयन ३०३ 


धनात्मक आसदन्न मानों के योग को शुन्य में घटा देने से शेष 
ऋणात्मक मान के आसचन्न मान होगे। इस प्रकार यदि पदिले 
धनात्मक मान के आखसज्न मान मा; ओर दूखरे घनात्मक मांन 
के आछन्न मान मार तुल्य बनाए गए हो तो इन पर से अड्ढ- 
पाश की सुक्ति से ऋशात्मक मान के आखन्न मान मा (मा... 
इतने बनेंगे । क्‍ द 


१५२--ल्‍्थाग्रांज् की क्रिया के लगातार करने से कर्भी 
ऐसा भी होगा कि कहीं पर बने हुए खमीकरण का अव्यक्त 
मान कोई अभिन्न धनात्मक खंख्या हो । प्ऐेसी स्थिति में उसी 
स्थान पर क्रिया रुक जायगी और अव्यक्त का मान पक भिन्न 
परिच्छिन्न मान के तुल्य होगा | परन्तु पदिले ही परिचिछुन्न माना - 
नयन की युक्ति से यदि परिच्छिन्न मान जांन कर दिए हुए 
समीकरण में उस मान ससस्‍्बन्धी जो अ्रव्यक खरड का गुसरय 
गुणक रूप अवयवब हो उसे अल्लग कर ऐसा समीकरण बना 
लिया जाय जिसमें परिच्छिन्न मान न हो तब इस समीकरण में 
आसन्न मान के लिये ल्याग्रांज को क्रिया में ऐसा कोई समी- 
करण न बनेगा जिसमे कोई परिचिछुन्न मान आवे।.... 


१४३--छ्यागरांज की क्रिया करने में ऐला भी संभव है 
कि क्रिया करते करते कहीं पर एक ऐसा समीकरण बन जाय 
जो कि पीछे बने हुए समीकरण में से किसी एक के स्व॒रूप 
के तुल्य हो जाय, केवल अव्यक्त का कोई भेद हो तब स्पष्ट है 
कि वितत भिन्न की लब्धि फिर फिर वही आवेगी और आखन्न 
मान करणी रूप होगा। ऐसे वितत भिन्न का मान एक वर्ग 
समीकरण से द्विविध वर्गात्मक करणोी के रूप में आवेगा। 


३०४ समीकरण-प्ती माँसा 


और ये ड्विविध मान दिए हुए समीकरण, में भी अब्पक्त के 
मान होंगे। (मेरी शोधी भास्करीय बीजगणित के ६०-६५ 
धुष्ठो को देखो ) 9 ्््ि 


१५४--आसन्न सान जांनने के लिए हानर 


साहेव की युक्त--ऋल्‍पना करो कि फृ(य) ८ ० यह एक 
समीकरण है तो फू (त्र+य)> “यह एक ऐसा समीकरण 
होगा जिसमे जितने अव्यक्त मान होगे वे पह्दिले समीकरण के 
अच्यक्त ,मानों से अतुल्य संख्या में न्‍्यून होंगे । और 
फू (अ+य)८ ० का रूप रेजव प्रक्रम से द 


क्‍ >यफ! सकी (आ) |, (अर) ........... 
23 32 4 7 कु है 


- बफाा न मम 
कंय 5० ऐसा होगा । 


. इस पर से हानर ने यह रीति निकाली है कि पहिले दिए 
हुए समीकरण में जान को कि किन दो खंख्याओं के बीच में 
अव्यक्त का एक धनात्मक मान है, जेसे मान लो कि अ से 
अधिक अव्यक्त का मान जान पड़ा तब अर शोर दिए हुए समी- 
करंण से ऐसा एक समीकरण बनाशो जिसमे अव्यक्त मान 
पहिले के अव्यक्त मान से अतुल्य न्‍्यून हो फिर इस समीकरण 
'में जान लो कि किस खंख्या से अ्रधिक अ्रव्यक्त का धनात्मक 
मान हे। फिर इस संख्या का ओर नंये बने खमीकरणु पर 
से दूसरा एक ससीकरण ऐसा बनाओ जिसमे के अव्यक्त 
मान पिछुलके समौकरणों के अव्यक्त मानों से तुल्य न्यून हो 


आसज्लमानानयन ब्०्प 


फिर इस दसरे समीकरण में भी पूवत्‌ वास्तव अव्यक्तमान का 
. घता लगाओझ फिर उस मान से तीसरा नया समीक र ण बना झ 
श्स तरह श्रन्‍्त में सब संख्याओ के तुल्य फ््‌ (२)८० इसमे 
2 का घनात्मक भान होगा । 
क्‍ फा(ञ) 
इस क्रिया में लाघव से फ (अ), फ(अ,, --- (अर), है 
इत्यादि के मान जानने ही के लिये हानर ने सुगम रीति 
निकाली है जो ३७ प्रक्रम में विशेष लिख आये हैं । द 
फू (4)- ० इसमें पहिले यदि इसका पता लगाओ छि 
अ१०म (अ+१) १० के बीच में मान है तो वास्तव मान के 
न्तिम स्थानीय अड्भु का मान अ्र होगा। और पहिले नये समी- 
करण में अव्यक्त का मान ०ओर १०४ होगा । मान लो कि 
१०म-' शोर १०१ के भीतर इसका अब्यक्त मान है तो सुख्य 
खमीकरण में वास्तव अव्यक्तमान की डपान्तिम स्थानीय संख्या 
क हुई ओर दूसरे नये समीकरण में अव्यक्त मान ० और 
| शुक्षी ... कू १०४7१ -- 5 (१० -क) के बीच मे होगा फिर 
इसमें जानो कि अव्यक्तमान ग१०१- और १०४-7१(१०-क) 
के बीच में हे। इस तरद्द से लगातार क्रिया करने से वर्गमूल 


वा घनसूँल के आनयन के ऐसा अन्त स्थान से वास्तव अव्यक्त 
मान के सब अंक विदित होते जायगे । जैसे 


डउदाहुरण--- ९१) र्प-मध्य +सश्थ्य +र६३६ ८० | 

इसमे पर्राक्षा से जान पड़ा कि अव्यक्ष का एक मान ४० 

ओर ५० के बीच में हे तो हानंर की रीति से फू (अ), फू' (झ) 

इत्यादि के मान जो कि नये समीकरण में पदों के गुणक होगे। 
| 74 


फू ॥ 


_औण्द सखमीकरण-मीमांसा 

















8... +>मझ£ श्श्ड १६६... (४१-४५ 
घढ - ३६० +-+ ४६००. 
बन न १४ | >श्ड्रेड 
_घ० रेम४० || रप७८ 
७१ | २७छरे४भ. (१५५६ 
विनक श१्श्रे १५५६ 
रबर . रेणण८े ० 
दब. श्श्ज 
फेक इब्बश ० 
8, हक 
१५७ ३१११२ 
क्र श्‌ 
श्भ्पर 


सीढ़ी के ऐसी जो जो रेखाय हैं उनके नीचे प्रत्येक नये 
जमीकरण के टद्वितीयादि पदों के गुणक है। प्रथम पद का. 
शुणक प्रत्येक समीकरण में वही होता है जो मुख्य समीकरण 
में अथम पद का गुणक हे। जैसे यहां पहिला नयां समीकरण 
श्यर + १५१य + २०७२श५य-- १५५६ -- ० यद्द होगा जिसमें १ और 
3 के बीच में अ्रव्यक्तमान है फिर इससे दुलरा नया समीकरण 
 हुय्ृर -- पा +३०३४शेय-- १५५६ यह होंगा जिसमें ढोक ठीक 
य>-५ हे। द 
यदि यहां दूखरे नये समीकरण म॑ यं का मान ठीक ठीक 
“* न होता तो फिर -« पर से और इस दूसरे नये छ्तमीकरण 
से तीखरा नया समीकरण बनाया जाता है ओर फिर इसमे 


इखका अदयक्तमान पड़ा है । 


शासस्मानानयन ०] 
.. (२) र२०य*ै - ६७छ्यर - १५७य-- ३२५१-० इसमें अब्यक्त 
के घन मान को बताओ ! । | 


इसमे परीक्षा से जान पड़ता है कि घन अचव्यक्तमान ५ 
ओर ६ के बीच में है | इसलिये द्ानर कही यीति से । 
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. यहां पर पहिल्ला नया समीकरण र०्यर +सर्श्श्यो+दण्ट्य 
-१६६ ०० जिसमें अव्यक्तमान -३ ओर -४ के बीच में है फिर 
दुसरा नया समीकरण २०य९ + २५श१य +८र२१-रय --४१-६६ ८० 
जिसमे ठीक ठीक य 

ऊपर के कम में दशमलव को यदि हटाना हो तो जिख 
नये समीकरण में दशमलव का संभव दो उसके अ्रव्यक्त मार्नो 
को दशगुणित कर कम करना आरंभ करो अर्थात्‌ ऊर्ध्चाधर 


है०्प .. समीकरण-मीर्मांसा 


पक्तिओं में जो नये समीकरण के पदों के गरुणक आते हैं उनसे 
प्रथम पंक्ति वालो का १०, दूसरी पंक्ति वालों के १००, तीसरी « 


पंक्ति वालो को १००० इत्यादि से गुण कर कमे करनां 
चाहिए । जेसे 


 » (हे) श्य१- श्श्य' -शश्य-२७५८० इसमें ऊपर की 
युक्ति से यदि क्रिया की जाय और पहिले जान लिया जाय कि 
य का वास्तव मान ६ ओर ७ के बीच में है तो हार्नेर की सेति 
से फू (अ) , फ्‌/ (अ) इत्यादि के मानानयन के लिये शोर नये 
समीकरण के बनाने के लिये ३७ प्रक्रम की युक्ति से पहिल्ले 
दशमलव लेकर कम 
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यह लाघक से कम हुआ | 


१२५४--हानेर की रीति से जो फ(अ), फृ/(श्र) इत्बादि 
के मान आते है वे ही प्रत्येक सीढ़ी वाली रेखा की अन्त 
वाली सीढ़ी के उल्लटे क्रम से संख्याय हैं | इसलिये श्रन्त वाली 
सीढ़ी के नीचे की संख्या फ(अ) ओर इसके पीछे वाली सीढ़ी 
के अन्त की खंख्या फ्‌/अ) होगी। इसलिये जहां पर कर्म 
करते करते फू (अ) यह फृ/ञ) से खंख्यात्मक मान से छोटा दो 





तहाँ स्यूटन की रति से -- फ (आ) यह बड़े लाघव से आगे के 


संभीकरणो में अ्रव्यंक्त छा आसश्नमान वा मुख्य समीकरण में 
अव्यक्त मांन का और अधयध आ जायेंगे; जैसे पिछले प्रक्रम के 
(३ ) डदादर॑ण में पहिले वार कम करने से फू (अ) ८ --६५ 


/ फ (श्र) ह्पार 
ओर फ्‌ (अ) च्ः्रेदें इसलिये फू) इराक २ स्वृल्पान्तर 


से यह पहिले नये समीकरण में अव्यक्त का आसन्नमोन 
ओर सुख्य समीकरण में अ्रव्यक्त मान का दूसरा अवयब 
आ जाता है। इसी प्रकार दूसरी वार क्रिया करने में जो 
फ(अ)- - १३-६०८ ओर फ्‌/(अ)- २६६-०८ ये आते हैं. इनसे 


बज _ १ ३ आम ५4 कक अर - ०५ वुचल्पाच्तर से यहद्द दूसरे नये 


समीकरण के अव्यक्त के आसश्षमान ओरं मुख्य समीकरण के 
अव्यक्तमान का तीसरा अवयव आता है। इस प्रकार से दो 
तीन बार कर्म करने के अनन्तंर ( कभी कभी एक दी वार के 
अनन्तर ) न्‍्यूटन की रीति से सहज में नये समीकरण के 
 शब्यक्त के झासब्लमान का पता लग. जायगा, व्यर्थ ढढ़ने में 
समय न नष्ट होगा-। द है. 

१४६--यंदि अव्यक्त का माने किसी नियत दशमंलबच 
स्थान तंक॑ अपेक्तित हो तो आधे दशमकहतौँधघें स्थान से एकाधिक 
इंथाम तक तो हानेर की क्रिया पूंरी करो फिर प्रत्येक नये 


३११ 


समीकरण के पदों के जो सीढी के नीचे ग़ुणक हैं उनमें 
उपान्तिम सीढी के नीचे जो गुणक है उसकी एकः' स्थानीय 
संख्या काट कर अवशिष्ट संण्या को गुणक समझो | उसके 
पीछे वाले गुणक में एक ओर दश स्थानीय दोनों संख्याओं 
को काट कर अवशिष्ट को गुणक समझो । इसके पीछे वाले 
शुयक में एक, दश ओर शत स्थानवाल्ली तीन संख्याओं को 
“कॉांट कर अवशिंष्ट को गुणक समझो । ऐसे हीं एक एक अधिक 
स्थानवालो संख्याश्रों को काट काट कर गुणको को बनाकर 
क्रिया करो | क्रिया करने में इसके अनन्तर जो दूसरे समौ- 
करण के गुणक हो उनमें भी ऊपर की युक्ति से खंख्याओं को 
कार्ट काट कर छोटे गुणक बनाकर क्रिया करते जाओ | क्रिया 
करने में जहां गुणना दो तहां अन्तिम काटी हुई संख्या को भी 
अभिष्ट संख्या से गुण कर दशमलव के संक्षेप गुणन की युक्ति 
से केचल हाथ लेकर उसे एक स्थानीय खंबन्धि गुणनफल में 
मिल्ला कर आगे पू्वेचत्‌ सुणन करते जाओ | जैसे-- 





उदाहरण--( १) यह +रेय - र्य-५>० इसमें आडढ 
दशमलवब स्थान तक अव्यक्त का आसअ्ञमान जानना दे तो 
पहिले पांच दशमक्षव तक हानर की पूरी क्रिया करने से 


३१२ समीकरण-मीमांसा : 
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यहां तक तो शुन्य बढ़ाते क्रिया करने से श्रन्त के 
शुणकों से-- जा आई, गा 
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5० ऐसा समीकरण होगा इसमे स्पष्ट हे क्विय के स्थानः 
में कोई एक स्थानीय दशमलवब -क के उत्थापन से और दश- 
मलव को भिन्न बनाने से 
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१७ ... समीकराणन्मीमांसा 


यहां दशमलंव के संच्ेप भागाहार की विधि से लब्धि 
'श्द७छमर२५ आती है । इसे ऊपर के मान के आगे रख 
देने से मुख्य समीकरण में अव्यक्त का एक धन मान 
२३-३३००४५८७२३&६५६७६८२५ यह आता हे | 

इस प्रकार हानर की रीति से बड़े लाघव से बहुत दश- 
मलवब स्थानों तक आसन्नमान आता है | 


अप्यास के लिये प्रश्न | 


१ | यरै-. श्य-- १०८० इसमे जो धन अव्यक्तमान २ और 
३२ के बींच में है उसका आलन्नमान न्यूटन वा कमलाकर की 
रीति से निकालो । 


२।यरै- श्यरे - ्य+२५८० इसका २ और ३ के बीच 
का आसन्नमान न्यूटन की रीति से निकालो | 
३।य -प्य + १श्य +- रय -३ 5० इसमे जो धन मान 
. ० ओर १ के बीच में है उसका आसन्नमान न्‍्यूटन की रीति , 
से निकालो | 
४। नोचे लिखे हुए समीकरणो में न्‍्यूटन की रीति से एक 
अन अव्यक्तमान का आसन्नमान निकालो । 
(९१ )यर+रेय- ४७-०। 
( २) य* + रेय' -- श्य + १६५८० | 
५ | नीचे लिखे हुए समीकरणों मे ल्यांगराज की रीति से 
' अज़ाव्यक्त का आसन्नमान निकाली... 
. (१) रेयर - श्यरे - शेय --२८० | 
(२)य१- श्श्य-- ५८ ० | 


आंलंअमानानयन इश्क 


.. (३) ३९-द६य-११८०, यहाँ 4० ३+ +77------ 
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१+-- 
१ कं «०» 


६॥ हानर की रीति से नीचे लिखे हुए समीकरयों में 
आव्यक्त के मान निकालो | 
( १ ) श्यर >> ६५०-४य रे + ध्य-- १६२७ ८ ०, 
ह य> ३२४०-४४ 
( २ ) य* - श्य्यो + श्य्य -३ ८ ०, य ८ २-८श्८०परे | 
(हे) श्य -- श्पण्यर + श८६ ध्य -- ४५७ ८ ० 
यनज २८-५२१२७७ १४८ है 
(४) य१-- धध्यरे + ६श्य्य-- १३७६ ८ ०, 
यजू २-५५७३५१ [ 
( प्‌ ) यहे -+- श्यर - रंश्य - ७० ८ ०.य ८५-१३ ४४५७८७२५४५९८८ 
(६ )यरक+योे-र्य-१५ ०,यल्‍-(१-पण्श्&४वा 


- *हदबेशण०थं नो 
१५-२४६६८ । 
७ । हानंर की रीति से ६७०१३७३०६७१५२५ इसका घनमल 
निकालो । ._- उ७ वु७६५ | 
र]। हानेर की रीति से ५३७०८२४ इसका पश्चचात सूत्त 
निर्कालो । उ० श्थ $ 


& पे | य* +य*- ध्य - श्यं + रेय+ १८ ०, इसमे जो मार्नें 
->रै भोरें ० के बीच में है उसका आसन्नमान पांच दशमलेंव 
सुथॉन तक निकालों |. ड०--र्पश्६ष्३े 


इश्द समीकरण -मीमांसा 


१० | य*-- ११७२५७य + ४०३८५ ८ ० इसमें दो संभाव्यमान 


'सिकालो | ड० ३-४५५६२, २१-४३०६७ | 
द ११। श्श्यर + श्श्यरे - श्य-१० ७० इसमें धन शअ्रव्यक्त 
'आान का श्रासनझ्मान बताओ | .. छु७ ०«८५६०६ | 

१२ | छ्य५ + रण्यरे + रेयर - श््य- ८८ ० इसमें घन 
झव्यक्तमान कया है । उु० ०-६१३३६ | 


१३।य+्श्यर! - शध्यर + श्श्व्यरे न *े० शैय + २०७ ८८: ० 
इसमे दश दशमलवब स्थान तक धनाव्यक्त का आसत्नमान 
निकाको । उ० -६३८६०४५८०३३ | 

१७ । यर +शे०्यरे -- ४० ०य+ १०००८० इसमें धनाव्यक्त 
, के आसन्नमान बताशो | उ० ३-५६८६४५८७, ६-६२०२१४७ । 





उनक-तमन्‍न्‍कक 


४-मानों के तद्रपफल 


.. १५७--दो वा अधिक वर्णा का फल यदि ऐसा 
हो कि किसी दो वर्णा के परस्पर बदल देने से भी 
फल के मान में विकार न हो तो ऐसे फल को उन 
वर्णो का सद्रपफल कहते हैं । 
जैसे यदि फ (ब,र) > य+रा तो यहां य के स्थान मेंर 
और र के स्थान में य के बदलने से भी फू (य,र) >रर +ये 
या +र ऐसा होता है; इसलिये ऐसे य और र के फल को उनका 
'ज्षद्गरपफल कहते हैं। इसी प्रकार फू (य,र,ल) ये +रा +ला 
. इसमे किसी दो का परस्पर वदलने से फल. के मान में विकार 





मानों के तद्रपफल ड्श्क 


नहीं होता । इसलिये इसे ओर फ (य,र,ल) > यर +- यल्ल+ रल 
इसमें भी किसी दो वर्णों को परस्पर बदलने से फल में विकार 
नहीं होता । इसलिये इसे भी उन वर्णों के तद्॒पफल कहते 
. हैं। इस प्रकार ओर भी तद्रपफक्नों को. उदाहरण जान लेना 
चाहिए । 
१५८--किसी समीकरण के पदों के छझुणक 
अव्यक्तमानों के तद्रपफल होते हें । क्‍ 
. क्योंकि रपवें प्रक्रम के १५वें प्रसिद्धा्थे से 
. यनं+प गज के पश्यत है + ---- + प+ ० इसमें 
-प, 5 सब मानों का योग । 
. प३ -दों दो मानों के घात का योग । 
* -प३ ८ तीन तीन मानों के घात का योग । 


इनमे किसी दो मानों को परस्पर बदलने से भी स्पष्ट है 
कि फ्लो के मान मे भी विकार नहीं होगा | इसलिये ये सब 
गुणक मानों के तद्रपफल है । 


इस अध्याय में यह दिखाया जायगा कि समीकरण में जो 
अव्यक्त के मान है उनके किसी करणीगत तद्रपफल को समी- 
करण के पदों के गुणको के रूप में प्रकाश कर सकते हैं। इसके 
पहिले नीचे लिखे हुए संकेतों से परिचय करना आवश्यक है। 


. १४६--फू (ब) 5 बं+प,य $ + पश्यते ९ + ----प_ुन्न७ 
इसमे यदि शायर के सात अ, के, ख, ग--- ८ *** इत्यादि हो तो 


34 समीकरण-मीर्मासा 


हम (१) स, ल्‍अन+क+ख-+ग---*-- 8४25६ 2608 ] क्‍ 
स३ स्भआत -- कक -- ख  -- गे --- ००६ *« हे 
सथ्‌ न्‍ूअप् -- कर -- खरे मगर ....०७"००००० ।।॒ 

कक 6, # ७० कक के कक जज जे ] दे 


सी आओ +का +खो + मी ..9.७6.6.6..6. 


३७. (६२. यदि फ (अ, क, ख.य )नअओं +कर्म +खक -- गे 
ः »'तों ( जिनमें प्रत्येक पद में एक ही अछ्य्नक्त का घात् 
है) ऐसे फल को प्रथम क्रम का फल कहते हैं 


( ३ ) यदि धत्येक पद में दो दो मान के घातों के ग़ुणन 

फलत्न दो तो डसे दुसरे क्रम का फल कटद्ठते हैं | जैसे 
(अ, क, ख, ग ) 5 श्रीका -- भर ख + कर ख + ... .. 

इसे दूसरे या छितीय क्रम का फल कहते हैं | इसे ल्ाघव से 
यो अंक ऐसा लिखते हैं। इसका यह अर्थ है कि अ,क,ख, 
. आनो से दो दो मानों के लेने से एक का म घात और ढसरे 
का प घात कर परस्पर गुण देने से भिन्न मिन्न जितनी संख्यायें 
डोंगी उनका योग > यो अमकप 


(४ ) तृतीय क्रम का-फल वह है जिसमें प्रत्येक पद में 
तीन मानो के घातों का गुणनफल हो | जैसे 


(अ,क,ख,ग, ०-०) > आऑंकोखो + भंग ख या + अमेक पार... ... 
इसे तृतोय क्रम का फल कहते हैं और लाघव से इसे यो 
“कांत्रीा ऐसा लिखते है । इसका स्री (३) के ऐसा यह अर्थ 
हैं के भानों से अंक खत ऐसे जितने पद बने हैं उनका योग 
रूयो.अमकप्ख | इसी प्रकार चतुर्थ ऋम इत्यादि फल्न और 
डनके लाघक से संकेतों के समझो । 


मानो के तद् पफल श्श्ड 


द्वितीब क्रम, ठृतीय क्रम इत्यादि के फलों में यह भी जानना... 
 आाहिए कि प्रत्येक पद में मानों के घात: संख्याओं का योग 
खिर है | जेसे द्वितीय क्रम के फल्न में सर्वत्र हेर फेर से म और 
पके होने से म+प स्थिर है ओर तृतीय क्रम के फलो में सव॑त्र 
हेर फेर से म.प और जब के होने से म+प-+ ब स्थिर है. इसी 
प्रकार चतुर्थ क्रम इत्यादि के फल्नो मेंन्सी जानो | 

१६०-....१ २वे प्रक्रम में त, थ, द--*--- “को एक के समान' 
न लेने से की 


फ' (य) ८ फ७) _फ()  फ(ब४) “हनन प्रत्येक दर 


य-चअश्र य-+-क्र क+- 
से फ (य) में ८ प्रक्रम से भाग लेने पर लब्धि (जहाँ प, ८१ 
मान लेना चाहिए) अर्थात्‌ के न्योी+(अकंप,)यी * 
क्‍ +(अॉझ--प,झ+पर)य * + बला || |॥|॥+«॥#$| ः 
+(आं+प,अं +परओआ * + १००१८: # पश्ञ|यी में ! + --- 


इसी चाल की लब्धि फू (य) में य--क, य के ख, इत्यादि 
के भाग देने से आयेगी | इसलिये सब लब्धिञओं के जोड़ने से 
फ(य) >नयन! +(स, +नप , )व है +(स,+पदस 


| दस नप, )यर ररः 
(स्‌ न प्‌, 55 ० मी क्र ध् पर प्म २ न रू# न कॉओ के के कक न नपप्न)ेय रण श्‌ के 
परन्तु फू(य) नय 7 * -_- (न-- १ भप ये“ 
हज (न २)प के 0 (न मोप,य रण हा 


दोनों समीकरणों में य के समात्त घाता के गुणक समानः 
करने से 


इ२० समीकरण-मीमोंसा 


+न,प, -+-८5(न-शप, वास, +प, ८० 
स२+प,स, +नप, ८ न-३१)प२ वा सइ+प,स, + रेप३ ८ ० 
साधारण से-- क्‍ 
 सप्त परसक ३ नी पश्सम्न-३ नी“ +नपत्न ८ (न -म)प 
वासप्र+प,सझय_  +परस; २ न ****** न+मप. ८ ० 
इसमे यह मान लिया गया है कि मन | 


इसमे पिछले का उत्थापन देने से स२, स३, इत्यादि के 
मान समीकरण के पदों के शुणकों के रूप में आजायंगे । जैसे 
. स,+प, ८5० .- स, ८5>प, यह श्पृव प्रक्रम के ५ ये 
अ० सि० से भी सिद्ध है। 
सर +प,स, + रेपर ८ स३--प' +- रेप ८०... स ८ 
'बरे, -- रप३ यह रेश्व प्रक्म में सी सिद्ध हुआ हे । 
सु +प,स२+प,स, + रेप, ८स३ +प -- रप, प२ 
+-प,प.+ रेप, 
ञस३+पर, “रेप, पर + रेप, ० 
«. स३ ८ रेप,प३ “पर, -- रेप३५, यही दूसरे अध्याय के 
अभ्यास के लिये जो प्रश्न हैं उनमें ग्वे प्रश्न का उत्तर है।इस 
:अ्रकार आगे के समीकरण में पिछले स,स- इत्यादि के उत्था- 
पन से स्पष्ट है कि स ,, स२, स& इत्यादि के मान समीकरण 


' के पढ़ो के गुणका के रूप में आवगे। क्‍ 
यदि म >न तो फ(य)८ ० इसे य] इससे गुण देने से 
यो +पशर्यो- +प.र्यो हे + --- ०-० +पेश्या * ० ऐसा 


“होगा इसमें य के स्थान में क्रम से य के मान अ,क,ख इत्यादि रा 
"के उत्थापन से 


.ममक्ो 'के तद्पफल है - (24 


आस कप + पर * + --०:- +पूझ 7ने-०० 
के +पर्की-१ + पक? +- --. --- पक +ै ० 
सब को जोड़ देने से... द बी 
. . >सप्नकप/सप #0र्त पर्स; २ ****- + पन्ना ० 
.. अब इस पर से म के स्थान में न+ १, न+ २, इत्यादि के 
“डत्थापन से और सल्‍ सथ-? इत्यादि के मानों से सं... (, 
स+२ इत्यादि के मान समीकरण के पदों के शुणकां के रूप 
में आजायंगे, ऊपर जो रीति मानो के घातयोग जानने के लिये 
दिखलाई गईं हे ड्से स्यूटन ने निकाला द्दे इस लिये श्स 
न्‍्यूटन की रोति कहते हैं। मै 
. - व्यवहार में नीचे की युक्ति से सुभीता पड़ेगा । 
यदह सिद्ध दे कि 
_ (4) फ(य), फ(य 
फल" 0550 
इसलिये 
यफ्‌(य)_ ये डे य 


वअिभीनिीनीनिणण।ण।एणणण >> न्चु कसा छकआ #फककः . 


(य) य+ञअ्र यं>क य->ख 
(१- डे क्र (१ हक (१ से स) 


म्च्न है हक न्‌- के -- . है बा सकल 
इसलिये यप्कृ((य) इसमें बीज्ञमणित की साधारण रीति से 
- फै(य) का भाग देने -से लब्धि में जो $ रव्यादि के गुणक 


हीगे वे स, ,स+ इत्यादि के माच आ जायेंगे । 
श्र 








३२२ समीकरण -मी मांसा 


१६१--फ्(य) - ० इसमें मानो के ऋणात्मक घातों का 
योग जानना हो तो फू(य) में य८ पर ऐसा मांनने से जो र के 


रूप में समीकरण बनेगा उसमे र के मानों के वही धनाव्मक 
जातो के योग का जो मांन होगा वही य॑ के मानों के ऋणा- 


व्थक चाता का याग होगा क्योकि य .. शस- 3 और 


श्> कं >य+। अथवा ऊपर के प्रक्रम में जो 


स, कप स, २ +पश्स/- २ ४“ ****** +प.स/ ने ० 
यह सिद्ध हुआ है इसमें म के स्थान में न-१, न--२, न- ३ 
इत्यादि के उत्थापन से पू्वयुक्ति से स_ ,, स_ २, इत्यादि के 
मान आ जायगे। 
. १६२--यो अकप इसका मान जानने के लिये उपाय 
पूर्व॑ंसिद्ध है कि 
स. &आ + की +- खरे + २५-५६ **- 
सर्ग् ध्तप .3. कप -. खा नू- २२०००००००- के 
दोनों के गुणन रहे 
संज्सद तू आप +- कप +- खरीफ _. ... ... 
न+अका न अग्ख  क का +. ०. --- ० 
सस, वर यो अका..........ररररः़ 
इसलिये यों अंक - संस. - स, प*** आफ अ किक (१) 
7 इसमें यह मान लिया गया हे कि म ओर प परस्पर अ्रतुल्य 
हैं । यदि मप तो यो अंक इसम्रें दो दो तुल्य-होंगे। इसलिये 


वीक. #' 


मानों के तद॒पफल श्रडे 


यो अमकप > २ यो (अक)” और तब (२) से रयो (अकोरस - 
 ऋस;ऐ -सश्प 
१६३---इसी प्रकार तृतीय क्रम फल यो अंकल इसका 
मान जानना द्वो तो क्‍ जा 
यो अकप « अंक +कर्मखा +- अगखि +- «०० ०-- --- 
द .. सब व्ांजो लक के ख  > ००४७४ ४2 न नउ के डे 
.. दोनों के गुणन से ््ि 
सब यो अंक - अमावकरप +- कम बखप +- खम/बञ्भप +. ... -.. न. 
+र्ओको 77 4 काखपतत .. खमझपकव _. ...... ..- हि 
+अ्रकरॉखस -)- 
दक्षिण पत्त में तीन प्रकार के समूद हैं जिन्हें १५७वे प्रक्रम 
की संकेत युक्ति से क्रम से यो अअक्र', यो अंक“ और 
यो अ्रकखब इन संकेतों से प्रकाश कर सकते हैं। इसलिये 
स, यो अंक ८ यो अव्कप + यो अमक व + यो अनकपखो 
श्दृ्रवें प्रक्र२ के (१) से यो अमकप, यो अमरबकप और 
यो अगकप+व « यो अर कम के मान रखने से ओर समशोधन से 
यो अनकपखब ससपस, - समसप-प “ सैमस+बर्तेद पे सेंसर प+ब 
“ सेश्सप+व 7 सैस+प+ब ह | 
आस सदसत - सब्सप+प- सेम+वर्तप “ सेससेप+व | रेस, प+ब**“ (९) 
यहां भी यह मान किया है कि म,प ओर व अतुल्य हैं। 
यदि मप्र तो १६९वे प्रक्रम से 
२ यो (अक)गखप - सरेसद - स २ - सम-+बरसस् + सप्+वसेम 
+ रेस २प्र+ब 
+ सज्सब : से श्मसब-ा पेसम+बर्से सती रेस २प्यब१०( है) 


कड्ड समीकरणु-मीमांसा 


यदि म. पन्‍न्‍ब -तो-यो अकर्षत३ इसमें ६:८६ पद्‌ खमान 
दोगे; इसलिये: यौ अकि खरे - १-२-३ यो (अ क ख) गे 
तब :६ यो. (अ क ख)* - सहै--शेस २ मस + रेस २. *-*-- (३) 
इसी प्रकार यो अंक खत के मान से ऊपर ही की युक्ति से 
री अकखर्टग. इत्यादि केमान सी जान सकते हो 


यदि म८>पनलूवज भ, **--*** इत्यादि त खंख्याय परस्पर 
समान हा तो अड्डुपाश की युक्ति से १-२-३ त, इतने पदों 
में सम्मान दी होगे । इसलिये तब यो अक खर्चा... - ६ :२:३ 
-*-त यो (:अ क ख ग------)_ ऐसा होगा । 


इस्त प्रकार से सिद्ध दो गया कि मानों के द्वितीय, ठतीय 
-डत्यादि-कम के फलो के -मानो का योग समीकरण के पदों के 
शुब्यकों के रूप-में आता है.। 


#&#६७४---१ ६०वें प्रक्रम में मानों के -वर्णादि योग के लिये 
>ज्ञों न्‍्यूटन की रीति दिखिल्लाई गई है उसमें पिछले योगों के 
चबश- से तब ऋगले योग का मान निकलता हे; इस अ्रक्रम में 
बिना पिछुले योगो के ज्ञाने इश्घात संबन्धि योग जानने के 
लिये रीति दिखलाते है । 


समान लो कि फ्् (य) शी इसमे ये मान अ,क,स्रग, है । 
आर समीकरण न धात-का है तो 


फ्ा (य) ८ (य-अ) (य--क) (य --ख) (य -- ग) ---५--००--०५०-- 
दोनों मे य* का भाग देने-से 


है हे (३४-००) (१-०) (१-३) (१-४)... 


मानों के तद पफल स्श्फः 


दोनों पत्तों का लघुरिकथ लेनेः से 
त्ञा लि घ्द *न्‍» र्‌ ह (ञ न क रन ख + «० --- «५ ) 


के ख््र (अप करे ऋखे * य 5 55 ) 


इस तर कक +खर के ०). 


.._पत सर स+ सी  ल्‍«.... 


य रश्यर श्यो 7 प्रयम 


इसलिंयें ला 3) इसमे य के म घात का जो गुंणक गु 





हो तों-गुप८पई .. सप+- मेंगु.. । 


जैसे डदाहरश--(१) यरे >पय+ब ० इसमें 
पड ग्यु य्य आप 
कांप) _फाब)_ _ (६ - हि ॥। इसलिये 





या... यो 
फ(य) । प्‌ । 
'-€-+)) 
द 
है. ४0 से, ये २६य- यह (न यो 


९ आह ः ( य य्‌ ने है 


सब पदों में से चन लेने से _- का गुणक अब जान सकते 
हों। ऊपर के मान को उछ्तटे कम से लिखने से 


जश्द समीकरण-मीमांसा 


क्जिला 


१८प ( 
मंषय ये म- १ 

र्‌ चर्म 

लि का जन मर) 2 रत 


१ 
इसमे (त्न गुणकां को इकट्ठा करने से ,क्ञ का गुणक 





गुप्त पा पा - पा च्ब 


अं (म-२) (म- ३) _._ 
म-+२ 8 


व्न्‍ममम पुरी ललित: से ४ को 2 233 ७ ७ कक कस लक 
“सह पे +मप न बट  च प जज क्‍ 


मम लत) मल ले) टेलर 2०:६; 


तर! 
4 की न-१ +प यत-र + प्‌ ये है 
जे य । श्‌ ह 
१९५--फू(य) > या +प, ये! +परयते रे + पकषय 
| । क्‍ 403४ 2 डर 5 + पर 
मर (य 355 ञ्र) (य लिन वह) (य ख) 23% 55404 288 


जहां फू (य) ८ ० इसमें अव्यक्त के मान अ, क, ख,--*हैं । 
ऊपर के सरूप सभीकरण में य के स्थान में - का उत्थापन देने 


से१+प,र न+-पर -+- पर + **-« ॥>000९७४४४७४४ ४७ 3७339 %४5४ न पत्षर 
ड्ट (३ “अर) (१- कर) (१-- खर) .-- -*** (सरूप समीकरणो की 
समता दिखाने के लिये >: चिन्ह लिखते हैं। जिन दो अव्वक्त- 
राशिओं के बीच ऐसा चिन्ह देखो समझो कि सरुप समीकरण 
हैं जद्ां दोनों पक्षों के अव्यक्त के स्थान में चाद्दे जिस संख्या का 


मानों के तद्र॒पफल ३२०७: 


दो स्ंदा दोनों पक्त सम रहेंगे।) ऊपर के सरूपसमीकरण 
में उत्थापन दोनों पक्षों का लघुरिकृथ लेने से और 


। 
(च--छु +ज + - )र२० +छ! र छेसे संकेत से लिखने से 
+ज। 
प२+पर रिन-प, रचनकप, 


स्षं--प. ही न « + पातद्रएँ 


| 
हू 
श्य 
श्ँ ल्् 
। 
ट 
न्श्तु 
4० अजलमचतन्‍पा ० ०7०४ 


| 
+पंप,| +पर॑ंप, 
| 

। 


| 
न्न 
नए 
कई । 
शं 


ल्‍--स,२-ईस, रो -डुंस रे - ------ “न सत्ण -+*०*५ 
दोनों पत्तों में रॉ का शुणकू सलमान करने से 


- सतर “तपात जहाँ पात, बार" पल |. नस ) इसमे रे का 


गुण है। त के स्थान में म को रख देने से इस युक्ति से भी 

स| को मान जान सकते हो 

१६६---खमीकरण में पदों के गुणकों के मान अव्यक्त- 
मानों के एक द्विउ्यादि घावों के रूप में ले आने के लिये युक्ति। 
ऊपर के प्रक्रम में सिद्ध है किला (१ +प८२+पहर' +पहर + *** 
>> अर व पे नीट्ट “स,र-इंसरर +इमेहइरे जिन कम अल के 
इसलिये 

१+प,र+प.रर + पर + "०० + पत्र क्‍ 
कल ०० हक हा स,१०- इस इर श्स्ु ड्् #लने ७४० बनकर 


शेर 





जिसका विस्तृत रूप:दीघव्त्त: लक्षण से. 


श्‌ | सर शेस ३ श.- इस, । रे. इस, श्डें प्रधयय॥. ७७ ७ + ७. 
.. हैं सकभस 
का को 50 अिमजा, / 6 नेट दर २ ३. 
श् ५ रे 

| हा ३२ 

हमर । आिलल्तण शा 

श्! अं 

न कम से 
२:४७- 
से 
४! 


अब दोनों पक्षों में. र के समान घातों के गुणक समान 
करने से प,, प, इत्यादि के मान स १» से इत्यादि के रूप मे 
अजायंगे।..... ||/|रय्य््रः् छ 
१६७--इस प्रक्रम में इस अध्याय में दिखाए हुए प्रकार्स: 
की व्याप्ति के लिये कुछ उदाहरण क्रिया समेत दिखलाते हैं। 
| बदाहरण--( १) फा(अ,) + फा(ज३)+फाज,) + ---- 
न फॉाजओि,) इसका मान निकाल्ो। जहां फू य)-० इस न 
बात समीकरण में अव्यक्त के मान क्रम से अ,, अ२, आ॥ ---- 








अत है।. क्‍ 
- फायो ३१३. , श- पी शी बल 
फूट) बम, या इक के क््-क्ल 


और कस का) - का) + फा(थ) | फा(य) 


. यबन्‍ल्‍अर यन्‍्अर, पफ-आ . 
० ह + आय) 


मानों के तदपफल श्र 





हरो से तष्ट कर देने से द 
ता,यत-* +ता,यन *े + -.. --- +ता._ फा(अ;) 
+ का ४ बज 
फा(अ,)  फाओय) 
ः ६ य+- अन्न 
छेद्गम से | द 
ताप ता ०० 3 20 न ता... है. 


यो फ़ा (अ,)(य- अ२ )(य -- अ ३) (य--अ.) यन * के 
गुणक को दोनो पक्तौ में समान करने से... 

ता, फी(तअ, )+ फा(अ, ) + --+ फी अ,) - यो फ्ा(अ, ) 
(२) सिद्ध करो कित ८ न यो गिआ्त) _ , यदि व यो इससे 

पाती हि 

यह समझा जाय कि त के स्थान मे, १,२,३,------ न उत्था- 
पन देने से जितने पद्‌ होंगे खब-का योग हैं। और फ्ा (य) 
ऊपर के उदा० में अकरणी गत अभिन्न य का फल्न है जिसमें 
य का सब से बड़ा घात <- है। 
यहां चत्तराशिकल्नन के श्पृव प्रक्रम से 








0 ब्द 248. - 030: अत बह जज हि के आज 
९३ य). य-अ/अ य-अर य-- अर 





फाइबर) १९ फाजर)े ९१ 
फू (अ,) य-अ, फल) य-अर 
5 :. _फाश्त) 

फू/ (अर) य-- अर. 


कक कक कक कक कक 


इं३० समीकरणु-मीमांसा 





 यफा(य)_व श्काधत) /, _ अत शत _ .........॥ 
-* का) काल (बिग ा 

जब पा (य) में य का खब से बड़ा घात न--२ होगा तो 
यंसे शुणने से य प्याीं (५) इसमें खबसे बड़ा घात न-१ 


होगा इसलिये तप < का, -- का, न कप हे क्‍ 
हे रा या (य 
का होगा ओर यदि सब से बड़ा घात <न-२ तो फय) 


इसका विस्तृत रूप जो यू सके घात वृद्धि में होगा उसमें 


_ इसके वर्गादि रहेंगे | व्यक्ताड! वा _- नहीं रहेंगे। .' दहिने 


पक्त थ॑ जो व्यक्ताडु _ यो _ हे कप दा यह हे; वह अवश्य 
खबंदा शल्य के तुल्य द्वोगा । | 
*. फा, यद अ्रकरणी गत अभिन्न, न-२ घाव से अल्प य का 
फल है; इसलिये फ्री (अ,)८अ 7२, अतः १, अत ४ ...... 2] 


मानने से ऊपर की युक्ति से... 
ली आग 
वो कृज) + ० गै क्र _ "7० गै कुल) "९ 


फू ट्ञ्र ऐ घ्द्०्व. 

(३) जिन वरणा के घाता के गुणनफल् में घात॑ खंख्याओं 

का योग स्थिर रद्दता है ऐसे गुणनफल के भ्रवशक्तिक कहते 
हें+ ओर इनसे बने हुए समीकरण को भ्वशक्तिक खमीकरण 


माना के तद्रपफल झ्शेश 


कहते दें। जैसे, य*, य*र, य*रर, यर*, र५ इन सब को दो 
पर्णों का भ्ुवशक्तिक शुशनफल कहते हैं। और यथ्+य*र 
+य रो +यरर +- र० +क >० इसे दो वर्णोंका भ्रवशक्तिक 
समीकरण कद्दते हैं जहां घुवशक्ति का प्रमाण ४ है। 

फा(य) ८ ० इसमे जितने अव्यक्तमान हैं. उनके ध्रवशक्तिक 
गुणनफलों के योग शत को बताओ जहां त ध्रवशक्ति का प्रमाण 
दे अर्थात्‌ घात खंख्याओं का योग है । मान लोकि अ,, छठ 


अ. **-- अ अव्यक्तमान हैं तों २० - मानने से 
हर ः 
फू(य) (१-तअर, २)(१-तरर) “ अंयर) 


५, कऋ(१+अर+अफस्रर )(१+अरर+ अर्रपे +----) 
(१+अश्नर + अर हरे +*****.) 


के १+श,रन+श,रप--शरर -+- ----*- न शत्रं +- २०--०-०० 
ि ये . अरे! १ ' 
ओर क्ूत्च) "गे कुदरत इत्र... (9 उदादरण खेड 
5 ४ | सं१५ य 
इस लिय स्द््त्या न्‍्ल्यों फृाह्् ) य-आ 
यो आज श्‌ 
गे प्ट(अ्र, ) “आर 
चों-.- ३ | 

न्ल्यो फल) (१+अ,र+अत्तरर + ***- डी 


-+अ तशत सुन २९२० ००० ) 
छुरों+पऐे- 


सो फाञ,) 


रेस समीकरण -मीमांसत 
. दोनों खरूप समोकरणा में रण का शुणक समान करने से 


४२ पक 5 ऐे 
फा(ञ्र,) 


.- (3) मानों के भ्रुवशक्तिक गुखनफल के रूप में समीकरण 
के पदों का. गुणक बतावो। और इसका विपरीत गुणकों 
के रूप में मानों के अशुवशक्तिक गुगनफला को बतावो । पिछले 
उदाहरण से द 


श नर यो 


(१-अ , २)(१--अ, र)--- .-- (१-अ.२)८ १+प,र 
ह ॒ + परे -- ---«« 'पञुरत 
और (>ककतफकस. न पिनशज्तफशरसक “० 
«- १०(१+प, र-+पररर + ०० + पपरतो)(१+श,र 
| न श्र गा कक कक कक ) 
. आणन करने से सरूप समीकरण की युक्ति से 
प्‌, + न _क्ा० ह 
पर:कशर +प.श, ब्घ ० द 
व कऋश३ +प,श३ -+- परश, , हक. इत्यादि 


१३, प२, इत्यादि के रूप में श,, श३. इत्यादि आवेंगे। इनमें 
यदि तरन तो प,,प. ------ओऔर श श३ इत्फादि को परस्पर 
बदल देने से भी समीकरण ज्यों के त्यों बने रहेंगे । इससे और 


पिछले उदाहरण से समीकरण के .पर्दोंके गुणकों के रूप में 


इनसे श,, श< इत्यादि के रूप' में प,, प२, इत्यादि और 


: स्लो के तद प फन्न - बैंड 


दा है सै & श्री झा श . मु 3 पक पी 

दो ये के यो 7-7: ,-'*'““ईन तद्रंपफ 
कह.) कांड.) ' फ़ॉल,) “शत तद॒पफलों के 

मान निकल आवगे | 


(५ ) शत को अव्बक्तमानों के वर्गादिकों के योग के रूप 
में ले आवो | 


| यदि (१ बाां2। ९२) रे “-अइर) ( १-- बंसल हि 
दोनों का लघुरिकथ खेंने से... या 


ला (१-अ, र) नी ला (१--अ२र२) + ****+ ला (१--अ २२) ८ ल्ा-स 
चलनकलन से र के वश से तात्कालिक संबन्ध निकालने से 


ग्र् ः . अत भी 
कपास प्क +च्य 


५-अ,र १५-अशर बज हे आकर 


वजन न 











न स,रप  न- पा 
डे द “प्तार 


और पिछले उदाहरण से स> १+श,र+शबररे के ***** 

लिये >> लश, + रश२र+रेशइर' ,« -- “इनके 
उत्थापन से (स, +सश्र+सइर रे + ...)(१+श,र+शबर +«) 

वलश, + रेश>२-+रेश३ र न .---००--- ग्रवब २ के सलमान थातो के 


गणुकी को सम करने से स,,स२ ..- ---के रूप में श ,शर 
आ आयंगे। इस प्रकार अनेक चमत्कार उत्पन्न होते हैं । 


क्र कक कक 


१ ब८--इस ४क्रम में कुछ और सहज युक्तिआं उदाहरख 
करने के लिये दिखलाते दे 


३३७8 समीकरण-मीमांसा 


उदाहरण- १ ) फ(य) ८ ० नयी +प, ये + ......... 
+पनर इसमे जो अव्यक्त के मान श्र ,,अ, ,श्र३ ... .--अन माने जाये 
तो यो अप्ञझ अ, इसका मध्य निकालो । ४ 
यहां यो अ, ज- पर 
. यौअ,अ२ थ॥३ +-प५ 
इनके गुशनफल में श्र अ, आ३ यह तो एंक बेर आचेगा। 
अ,अ,अभअ, यह चार बार आवेगा | पक्र बार अ, ,अर अ्रइ अर, , 
दूसरे बार अर ,अ , अर, , तीसरे बार अ३,अ २ भ२अ५, ओर चौथे 
बार अ, ,अ ,अरअ, , से इसलिये योअ , अ. अ, +- ध्योश्र, अ. अर, अ,, 
न्‍्पप .. ह 
:.. यौझपेअर्आ, ८प/प३-ण्यो अअ,अइअ, रूप प्‌ 
+श्यो अ,अरअअ, +प,प३- ४प७ । रैदवेवे प्रक्रम मे म२, 
. प>ब- १ मानने से 
-- श्योश्रपअआ३ +सरस, -- रस (स३“-स ऐ + रेस 
इसमें स ,,स, इत्यादि के मान समीकरण के पदो के गुणकां 
के रूप भे ले आने से ऊपर ही का मान बड़े परिश्रम से निक- 
लेगा जो ऊपर की युक्ति से बड़े ल्ाघव से आया है । 
(२) यो अर अपऐे इसका मान निकालछ्तो । 
' यहाँ दयोअ,झअ- रूप, 
वग करने से का . ध 
. योश्रोश्रे, + स्योआअरे अ, अ३ + धयो अ, अअ३ अर ८प वर 
करने मे अ,अरभ्र,अ, यह पद्‌ अअर,अइआ५ | अरअइ३,अर२अ३ | 
ओर अ,झअ, ,अ२अ५ इसके गुणन से उत्पन्न होगा । इसलिये वर्ग 
करने में दो बार आने से अर, अरअ, अर, यह छु बार आवबेगा | 
इस लिये 


मानो के तद॒पफल् ३३५ 


यो (अश्श्र३) पर - स्योश्रे, अ, अ, - पैयो अ, झ _ अइअ 
ऋलपर रेप, प३ + रूप, -- प, 
ब्पर त रप,प/ +-र२ेप, । 
(३ ) यो अ्र'अ२ इसका मान निकालो | क्‍ 
यहां योअ', यो श्र, अ२ यो श्र, अर +योशञ्रे, अ भ३ पिछुले 
मानों का उत्थापन देने से 


यो अर,अ., . #पो,प३-रप -प,प३+४प, 
(४) यौअ्र अप अ, इसके मांन के लिये यो भर, श्र 
यो अ, अर अ, 


न्योश्रे,अ,भ्रशअ्र, + रेयों अर, अ, अ, अर 
.. +#शैग्योअ,अ,अशअ, और 

यौश्नर, अर अ३ अ५ इसके मान के लिये 
योौञअ,अयोञ अ अजअ, ल्योञ्,अ,अई अर, + भ्योश , अअ. अ, अ.. 


इस पर से ओर दो पिछले मानों से 
योअपअपआ,.. ८+>-परप३+ रेप ,प, - शप, 
. यददी १६३व प्रक्रम के दूसरे समीकरण से भी बड़े घयास 
से आवेगा जहां म 5२ और प- १ है । 
.. (५)योझअरोअप्रेअ,अ, इसके मान के लिये योअ, अर, और 
योअ,अ, योअ, अं अआ, इनका गुरनफल निकालना चाहिए । 
-योञअअस्योञ्रअ्भ्र॥अ ्योत्र भ्रसे श अ, + ध्योञ | भर श्र अ, अ 
+ श्भ्यो अ,अअ्रअ ७, ओर यो अप अर, अ, अर, अ. इसके लिये 
यौञ्अ, योअ,अ, श्र, अ,अ, स्योअरेआ, अल, अ, 
पं द द -. +ौध्योअ,अर्अहअ,अ, अ& 


३३८ शभमभीकरण-मीमाँसा 


इनके उत्थापन से 
यौझअ,अरैअइअ, रू प>प७-छेपरप, +#पढ़ 
(६ ) योअदे अपने अप इसका मान निकालो | 
यहां योभञ्र , भर, अ | इसके दर्ग से कर 
. थोचअ,अरअज योअ ,अ, अ३ 
स्ग्रोअपेअदरअपे +स्ग्रोअ पे अपर्अ्नअ, + स्योआ  अरअइअ ५ अ,, 
क्‍ +रव्यौअ,अरञ३अ,अ,अद 
 इख पर से क्‍ 
पट योच्थरे अपुअपु -पर३न-सेप,प, + रेप, प्‌, +- रपह | 


इस्त तरह लाघव से सेकडो उदाहरणो का उत्तर निकल 
सकता है । 


१६६--ऊपर के उदाहरण से स्पष्ट है कि जिस तदूप- 
फलों मे जो ध्रवशक्ति है उसी के तुल्य, उक्तर के प्रत्येक पदों 
में समीकरण के सुणक संज्याओं का योग द्ोता है और तद्गुप 
फल - में ज्ञो सब से बड़ी घात खंख्या हे उससे अल्प वा उसी 
के तुल्य उत्तर के प्रत्येक पद मे समीकरण के गुगकों के घात 
संख्या का योग होता है। जैसे--योअग्ञ्य, ८ ४प, - प , प३ +- 
परेप२- रपर, इसमें योअफेझअ, भ्रवशक्ति ३+१८४ है ओर 
आब से बड़ा घात ३ है ( इस बड़े घात को सोपान कहो ) तो 
अत्तर से, पहले पद में प, हे इसमें शुणक संख्या ४, शव शक्ति 
“के तुल्य है, दूसरे पद्‌ में सी ३+१८०४ गुणक खंख्याओं का 
योग भ्रवशक्ति ही के ठुल्य है.। तीखरे पद्‌ में भी परे,प३ ८ 
ब,प., प्‌ सुणकों के संख्या का योग धश्ुवशक्ति दी के तुल्य है 


मानों के तद्॒पफल ३३७ 


इसी प्रकार चोथे पद्‌ ५,०१६, में. घात संख्या एक सोपान 
से अल्प, दूसरे पद्‌ प,प३प१प९ में भी घात संख्याओं का 
योंग १+१८३ सोपान से अल्प, तीसरे पद परे, प२ > परे, प*, 
में घात संख्याओं का योग २+१०३ सोपान के तुल्य और 
'चौथे पद में भी घात खंख्या २ यह सोपान से अल्प ही है। 
यद्दी रीति खब में पाई जाती है; इसलिये ऊपर जो अज्चुगम 
लिखा दै वह सत्य है । कर 
उदाहरण--( १ ) योअ्रर, अपर अप अ, इसका मान बताओ | 
यहां घुव शक्ति - २+२+२+ २-८ और सोपान २ है 
इसलिये ऊपर के अनुगम से 
यो. आग अर अपअ'े, ८ ट८प. +ट,प/प, +टठपर३प५ तट पहप 
न+ट पर | 
जहां ८५, द ५ इत्यादि व्यक्त गरुणक हैं। यहां प,प,प५ 
परप), प,प.प,, पश/प,प,प, ८प*ै प, इत्यादि पद न आवंगे 
क्योंकि इनमें गुणकों के संख्याओं का योग तो भ्रुवशक्ति के 
समान है. परन्तु घात संख्याओं का योग सोपान से बड़ा हो 
जाता है; इसलिये दोनों धर्म के न रहने से वे पद्‌ नहीं लिए 
गए, इसी प्रकार प* , पर, , प*, इत्यादि पद भी केचल सोपान 
सस्बन्धी एक ही धर्म के रहने से नहीं लिए गए । 
१७०---१६६व प्रक्रम से 
ला ( श्कपररकपरररे + "० + पत्र) ८ 


| र्‌ 
सर ञ्‌ स्‌्‌ ० हू सर श्े र्‌ है ह झ्र्से श क ५ »« +- बा सतत श्पे ४ 


कक कक २क + हा. 


चलनकलन से सत के वश से तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से 
बर्र्‌ 


इश्८ समीकरण-मी मांसा 


(१ न फ र+प.,र न ०००००००० + पत्रों ब्ड 
तास 


न (१ +प,र+पःर+--*०००-- + पर ) -- 
र के भिन्न भिन्न घाता के शणका की तुलना करने से 





ता सत 
तापत _ _ १ तापठ,जु .. _ ९ 
तास,... त! तास/ ता 


इस चलनसमीफरण को बत्रीझओोशी (377050/0) ने निकाला 
है । इस पर से समीकरण के पदों के गुणकों के कोई फल का 
तात्कालिक सम्बन्ध सत के वश से निकाल खकते है क्‍योंकि 














यदि शुणकों का फल्ल फ्ा ( प,, प२, प३------ प ) हो तो 
ऊपर के समीकरण से 
ताप, ताप२ ता पठ__२ 
तासतन तासत तासत ये सब शन्य के तुल्य 
डोगे; इसलिये 
ता 
जी ः 
ताफी _तापत | वाफ़ी तापत+ ३ ....०+ फी ता पन्ने 
ता पं ता परत... 4 
करख त॒ इत्यादि के 
ऊपर के चललननसमीकरण से न न न क दि्‌ 


मानो का उत्थापन देने से 


माना के तद्॒पफल | इक 


फ्री (प, $२५*** *“"पनर) हा 











तास रा ः | 
, १ /#ता फी ताफी ताफी चापफी ) 
का त्त्च्ता फ्य दा प्‌... शे ताप ता प्त । 


इसके बल से प्रायः तदपफल के मान बड़ी सुगमता से 

आ जाते हैं; जैसे १६७वं प्रक्रम में जो यो अरे, अर भरे थररे, 
०पे:कंट/प<प३ कंटपद्प३ +ट३प५,प३+ट पे, यह समी- 

करण दिखाया दे जहां अचुगम से सिद्ध किया है कि ८, 
इत्यादि स्थिर व्यक्ताडु हैँ तहां यदि इन स्थिरा्लो के मान जानना 
हो तो चतुर्घात समीकरण से यद् तो स्पष्ट हां है कि 

अपअपअपुअरप, पे इसलिये ट, ८९१ | 

ओरों के मान जानने के लिये १६३वं प्रक्रम के (१) समी- 
करण से स्पष्ट हे कियोअपेअरे श्र, श्र, इसके मान में 


स,,,स&,स.. ये दी आवयंगे, इसलिये * फी और फी _ & 
फ्री 





तास, ! 
इसके जानने के लिये जो ऊपर समीकरण 
लिख आए हैं उसमें त-३ और त> ७ मानने से 
ट0प, ऋटरप/प५ न टरप३पर न ट३(प२प३ + प.,) न- शर्ट प, पु. 
ननप,(ट५ + ट३) +प३पश(ड३ +॑ रेट) + प३प३(ट३ +ट,)5-० 
शोर ट प,न॑द,प,८० ८ पट +ड,) द 


ये समीकरण प ,,प, इत्यादि के भिन्न भिन्न मानो में सवदा 
हैं; इसलिये 


इनका सान 


औै४० ... समीकराण-मीर्मांसा 


ट५+टचा०, 2७ +-ट३ 0०, दे, के रेट, नत्ट, ++ २८८० 
ड३+ट३ 5८० इने पर से 2८, ८-२, ८००८२, ८ ३5८-- २, ८३८ २ 
ट., का तो मान पहिले द्वी १ सिद्ध कर आए है | इनके उत्थापन 
से. यो अपअपे प्र अ 0३ ८ रेप, - रेप०प/+ २े प$प२ -  २.प, प ५ 
कप: 

(२) यो अप, अप अब इसका मान जानना है । 

. यहां ध्रवशक्ति--२ +२-:१५- ६ और सोपान. ३ है; इसलिये. 
१६६व प्रक्रम से द 
यो,अप अर प्रअ, तत्व पड़ कटरप,प न टशपशपर३ + टइप,प, 

+द, पर, +2,प,प,प. +ट$प६५ ओर १६३चव प्रक्रम से 

यो अशैश्रपअ, तत्स/सरस३ -स/स, +स हू ->स२स, + रस ३ 

.. ब्रीओशी के-.समीऋरण से स, के, वश से तात्कालिक सम्ब- 
न्‍ध निकालने से । 

ताप टः हि 
ता ता हज 
स. के वश तात्कालिक सबमन्‍्ध्र, निकालने से. 

. ट0प. क+ंटरप३्‌ न श्स / ८ >+ श्प, --ट/८७। 
स, के वश तात्कालिक सम्बन्ध से द 

टपरक+ंदपपे कदश्प३ ऊंटइप ५ >+४स २ 5 ४(पू ५ -- २प०) 
प३ ओर पे, के गुणकों को दोनों पच्तो में समान करने से 

५ +ंद ८४ ०-म, 2, नट३२ ८ थे | ह 

«« टे ध्यच-दे ४। 


ओर ८५ ४5० होगा क्योकि यदि न २, इतने मान -समो« 
करण में शुल्य हो तो यो अप, भप अ, ८5८० । और यदि न ३: 


द 





मानों के तंद्रपफल इ8₹ 


इतने मांन समीकरण भें शुन्य हो तो यो अरभ्अपअ, ८ 
 अरअअइथ्र, यो श्रेअ, --प३ (_प,प३ + रेप,) रू प,पर १५ 


क्‍ - रेप 
रजत ८, ८ >रहे, द, ८5२ ह 
... इनके उत्थापन से 
यो अप अप्रेअ३ ८ - १श्प१+७प, प, +- ४प३प५- रेप, पे, 


- रेप | +प,परप३ 
इस प्रकार अनेक उद्ाहरण्णा के उत्तर सद्दज में निकल 
 खकते हैं । द 

१७९--फ(ब) - ० इसमें जो अ्रव्यक्त मान हैं उनमें से दो 
दो के अन्तर को वर्ग के समान जिस समीकरण में अव्यक्त- 
मान होगे उस समीकरण को बनाना है | 


कल्पना करों कि दिया हुआ समीकरण न घात का है 
ओर उलछतमें अव्यक्त के मान क्रम से 


अश,अ्र,आअ३ "अल हे | तो खाध्य समीकरण में अव्यक्त॑ 
मान जो (अ, -अ२), (अ, -अ,)१,---०--(अ, -अ, ) * -*--+०* 


ये होंगे, उनकी संख्या एक ठिज्यादि भेद्‌ की युक्ति से - के १) 


इतनी द्वोगी; इसलिये साध्य समीकरण १). प घात का 


'होंगा | मान लो कि खाध्य संभीकरण 

या +बया-* +- बयमेंएरे + --- --- +बन्न5 ० ऐसा है और 
इसमे अव्यक्त मांनों के त घांत का योग सा+ है तो यदि इसमे 
सा,, सा२,-***,साप्न के मान यदि व्यक्त दो जांयं तो 


. बे४२ समीकरण-भी मांसा 


| ' १्६०वं प्रक्रम से सा +ब, ८०, सा२ न वसा ५ रथ श्ब, न 
इत्यादि समीकरण की सद्दायता से ब,, ब२ इल्.दि के मान 
व्यक्त हो जायैँगे | 

कट्पना करो फक्ि 


फी (4) >(य-अ ३) + (य-अर) व +(य-अक) प + .*- 
तो य के स्थान में अ, , अ, , इत्यादि के उत्थापन से और उनके 
योग से 


शता। ८ भर (अ, ) +- फ् (अर) +- फ्री (आ, ) +- **० ०-० **- । 
दिए हुए समीकरण में अव्यक्त मानों के एक छिज्यादि 
घाता के योग को पृर्वचल्‌ स ,, स३२,---*-१-*- स मानों तो ऊपर 


फी (य) के मान को ट्वियुकृपद सिद्धान्त से फेल्ला कर योग 
करने से 


.. फ्री (य) ऋनयरए -- रतस यू? -- श्त(श्त- ) 


५२ 
हनन - ७ ४ ७ # के # ७ ७-७ -+सश्त 
य के स्थान में क्रम से अ, , अ२, इत्यादि के उत्थापन और 
योग से 


श्सा. किननन+ चस  त्‌-: कश्ततस स.त-- २-+- 


सझञग रेत-रे 


श्त(९१- १) 
श्र 
**--+नसरत इसके दहिने पच्च में आदि पद्‌ से आगे 
अन्तिम पद से पीछे तुल्यान्तर में पद समान हैं; इसलिये 
इनकी इकट्टा करने से ओर २ के भाग दे देने से की 


९<॥ २ श्ञू 3 त-- | अमन... कह # ९ हैंड. 


मानो के तद्॒पफल् क्‍ ३७३ 


सा २त(रशत - 
तन गसर्त+- रेतेंस [सरत.. ३ +॑ कल ही 228 2933 रब 
302 ३४६ +३(-- १११ रेत(शत-- ध् *>त+ २) से 


स,, स३, इत्यादि दिए हुए समीकरण के पदों के गुणकों 
के रूप में पिछले प्रक्रमों से आजायँगे और इनसे ऊपर के 
समीकरण की सद्दायता से सा+ का मान भी आवेगा जिससे 
साध्य समीकरण के पदों के शणक भी त के स्थान में १.२ 
इत्यादि के उत्थापन से व्यक्त हो जायंगे । 

९७२-.-ऊपर के साध्य समीकरण सें अन्तिम पद ब/ 
का मान इस प्रकार से भी जान सकते हो 
दिए छुए न घात खमीकरण को मान लो कि फ(य)-० है तो 
फ (य) ८ (ब-झ,) (य+ अर) (य- अ३)-००० ००० - 

फ (य) (य- भर )(य-अ३)- ० + (य- अ,)(य - अ३) *** +- 
अ,,अ., इत्यादि के उत्थापन से 

फ(अ,) ८ (अ,-अ२)(अए -अ३)**१०**-- 
फा(अर)5८(अ२-अ, (अर ८ अ३)*११ ०१ *-* कै 

इसलिये बन + फ(ञ,) फ(अ,) फ (आर )--- ०-९ 

अब कटपना करो कि फ्(य)- ० इसमे अव्यक्त मान क्रम 
से आ,,आ., आ, , इत्यादि हैं तो 
फ्‌(य)->न (य-आ , )(य- आ २ )(य-- आ३)*** **- 
इसलिये फ(अ,) फू(अर) फृ(ञझ, ) ८ 

न(अ,-आ,)(अ, ० आ३२)(अ/-आ३)-८०१***** 
(अ२-आ)(अ२--आ २) 


३४७७ समी करण-मी मांसा 


परन्तु (अ, -आ ;)(अर - आ;)(अ३ -आ /)-*-*** 
+(-१)फ(आ,) 
(अश०आ३) अर -आ२)(अ३ - आइ३)-- ८० # (- १) (था२) 
इसी प्रकार से आगे भी जानना तो 
फट, ) फ(तर) फ(आ )--*-**- 
ऋ्गो(- १२) - ७ छू(थ,) फृ(आर) फा(आ) -- --- 
+पगग झाओआ,) फीआर) फोा(आ,) ** 
व्योंकि न चाहे विषम वा सम दो न(न-१)> नर -न यह 
सवंदा सम ही रहेगा । 
१७३---मानों. के अन्तर-चर्ग -माव जिसमें है उस 
खमीकरण में यदि सब अव्यक्त मान धन हो तो स्पष्ठ है कि 
दिए हुए समीकरण में असंभव मान न होगे | और यदि 
उसमे ऋण मान हो तो दिए हुए समीकरण में अवश्य असंभ- 
व मान होंगे । ओर यदि उस नये समीकरण में असंभव मान 
हो तो दिए हुए समीकरण में भी असंभव मान द्वोगे। 
१७४--प,यम +प या! + पर या हे + -. --- कप. ८ ० 
बय +व,य!-- बयां हर + --. -- +बल्स्‍र० 
इन समीकरण में चाहते हें कि य न रहे | जहां प&,प, ,प< 
बह ब&,ब, ,ब३ -- “ अकरणीगत अभिन्न र के फल हैं। मान 
लो कि पद्दिले समीकरण से य के मान र के रूप में किसी युक्ति 
से अ,क,स, ------आ गए तो दूसरे समीकरण में य फे स्थान में 
आ,क,स,-*-* के उत्थापन से 


ब५ झग-+घ, अप पे रॉ ब३ अपर दल ७४4 ७कक नं बल्च च्द के द 


'मानोा के तद्रपफल हि 22 


ब,को +ब, कर १-- बकरी हे + --० ० +ब ८ ० 

बख न+ब,खर7* ३ बश्ख रे नू> २+०००- औ# बच्चन ० 
इन समीकरणों में जो अऋव्यक्त के मान है सब र के अव्य- 
क्तमान दहोंगे। मान लो कि इन सभी समीकरण मे से पदिंले 
समीकरण में एक र का मानक, है ओर इसका उत्थापन 
श्रम देने से अका मान अ, हुआ तोय> श्र,, र८क, यह 
ऊपर के दो मुख्य समीकरणों को ठीक करंगे । क्योंकि ये दोनों 
दुसरे समीकरण को तो प्रत्यक्ष दी में ठीक करते हैं ओर पहिल्ते 
में चाहे र के स्थांन में जिसका उत्थापन दे परन्तु खबेंदा 
समीकरण सत्य रहेगा यदि य८> श्र। इसलिये र के. स्थान में 
क, के उत्थापन से भी पद्दिला समीकरण सत्य रहेगा | इस 
पर से यह सिद्ध होता है कि ऊपर जो अ,क,ख, --- --- के वश 
से समीकरण हैँ उनके बाई ओर के पक्षों को परस्पर गुण 
देने से शुणनफल शून्य के तुल्य होगा उसमें अ,क,ख,--------- 
इनमें किसी दो के परस्पर बदल देने से भी शुणनफल में 
विकार न होगा । मान ज्यों का त्यों रहेगा । इसलिये शुणन- 
फल्ल अ,क,ख, का तद्पफल होगा | तब इस शुशनफल का मान 


प&,प,,प३...... के रूप में झा सकता है। जैसे 

उ्दाहरणु--( १) क्‍ 
पक्यर -+-प,य +प.य+प३ ८० ओर व,यरे +व,य+वं२ क्ू० 

थेदो समीकरण हैं जहां प.,प, ,......5४०,ब ९५. -----5२ के फल 


हैं तो ऊपर के प्रक्रम के सक्लेत से 
ईब अरे छा ब,्अ न्कुंन बश्ञ-+- बह) (बकरै +ब,करप +-बक "३ बच) 
+(ब,ख्+ब/ खरे +- व ख+ब६)८ ० गुण देने से 


३४६ . समीकरण-मीमांसा 


बे, + बो,अकख + बच अपेक खरे + बेब, यो अप्करे +- 
बोब,यो अपकरेख+-बरो, बस्यो अक+ब बे यो अ+ 
चबरयो अरे +ब, व, यो अपेकेख-+ब,व,च, यो अपकर> ० 


। | चरे 
 झौर अकखनः डर अप्करपखरे सकी 
क्‍ प& पड 
२ रे | 
यो अ्रगेकर >अस्करअञनते यो _१ _३/प५२ पर ) 
ध्य्र 


प 
यो अक्रेख> ग्रकख यो अक ८ -- -+ यो अक < - है ३ 
प परे 
न प पे 8 । 
यो अर “--» यों अरे स्न्प्ा _ 7२ 
प पु पक, 
| प 
योअपकस >च्ाकख यों की 
प&५ 
यो अपक ८ अकख यो - - -- - ( पर ३ ) 
द के प, ५5४ प१८प५३ 


( १६७ब प्रक्रम के उदाहरण की थुक्ति से ) । 

गुृणनफल में इनके डत्थापन से एक ऐसा समीकरण 
बनेगा जिसमे य न रहेगा । 

१५9७२--ऊपर गुणनफल - रूप जो समीकरण बना है 
उसमे र का सब से बड़ा घात म, न से बड़ा न होगा | यदि पहिल्े 
समीकरण प&य +प,य १ +प.र्या ३... .-. -- इसमे पत्येक 
पद में प,प, , इत्यादि में जो र का घात हो और जो य का घात 
इनका योग म से अधिक न हो और इसी प्रकार दुसरे समी- 
करण मे भी प्रत्येक पद भें र और य के घातों का योग न से 
अधिक न हो अर्थात्‌ पद ओर व्‌ में रका सब से बड़ा घात 
द तक हो परन्तु द से अधिक न हो । 


मार्नों के तद्॒पफल ३७७. 


. कहपना करो कि १७७व प्रक्रम की युक्ति से य को उड़ाया 
तो गुणनफर्त्नां में जो पदों की श्रेढी होगी उसमें किसी पद 
का रूप बद्थ 7» ब,क थ « बलखर् 7 २८ ...... ...ऐसा होगा 
जहाँ गुरय गुणुक रूप खंडों की संख्या म तुल्य होगी । और 
यह भी जानते हो कि पदों की श्रेढ़ी में अ, क, ख, का तद्रपफल 
होगा; इसलिये ऊपर किसी पद का जो रूप दिखाया है चहच्द 


बत्व, व... ...योअ्र तक अखन- वे ...... ऐसा होंगा। इसमें 
कल्पना से स्पष्ठ है कि ४+थ+प्वन+ ......इससे बड़ार का 
घात, बतु॒चथबध--. --- इसमें नहीं है ओर १६०व प्रक्रम से स्पष्ठ 


है कि स. में २ का खब से बड़ा घात द से बड़ा नहीं होगढई़ 
ओर १६२वे परक्रम से स्पष्ट है. कि यो अनेपकत-थख्धन-व, ... 
इसमे जो प्रत्येक पद में गुययगुशकरूप इत्यादि आवदवेशे डन- 


की संख्याझो का योग न-त+न-थ +न--ध+ **-*-- यही 
होगा; इसलिये यो अर तकत-अद्धन-व इसमें र का सबसे 
बड़ा घात 
न-त्त+न--थ-+ न -- थ + ... ... ने मे (त न चल लत “*) 
इससे बड़ा नहीं हो सऋता; इललिये द 
 बच,च४... ...यो अप पक थख्धन--व इसमें र का सब 
से बड़ा घात द 
. नम-(व+थ+चघ+ ......)+(त+थ+घ+ ......) न मे 


इससे बड़ा नहीं हो सकता | 


१9७३--जितने समीकरण हो उतने द्वी उनमे अज्ञात वर्ण हो 

तो ऊपर की युक्तिसे ऐसा एक समीकरण बन खकता है जिसमे 
रः र यगे 

एक वर को छोड़ ओर सब चर्य उड़ जायेंगे। ओर बने हुए 


ज््ड८  समोकरणु-मीमांसा 


खमीकरण में जो अज्ञात वर्ण होगा उसका खंबसे बड़ा घात 
(दिए हुए समीकरण जितने जितने घात के होगे उन संख्याओं 
'के गुणनफल से बड़ा नहीं होगा । इस अध्याय में जितनी बातें 
लिखी हैं उनसे अनेक नये चमत्कत सिद्धान्त बन खकते हैं। 
इसलिये अब व्यर्थ ग्रन्थ बढ़ाना नहीं चाहते । 


अन्याय के लिये प्रश्न । 


१। सिद्ध करो कि यों - १८० इससे सम्ू८० यदि म, न 
का अपवत्य न हो ओर सप्न-्न यदि म, न का अपवर्त्य हो। 
(१६४वें प्रक्रम की युक्ति से सिद्ध करो) 


२। यदि ष्द्री (ये) ८ भ्र८+अ,य +अ, ये के २०००० ०-००-- ०० 
तो इसमें. 
अप न ओनय गे + आन रेगे ये २०२०००२३०४ ०७ के 65 


'इसका मान बताओ | 

. फ्री (बघ) और इसके विस्तृत रूप दोनों को यने-१८० 
इसके मान आ (,का (, इत्यादि के न-म घात से अर्थात्‌ आम, 
काम इत्यादि से गुण कर और य के स्थान में आ,य,का,य 
इत्यादि का उत्थापन देकर जोड़ लो तो ( १) डदादरण की 
युक्ति से 

अमयाी +अ नर्यो ग +आ; | स्वयं से + --. --- -- न 00 
हि हि । आए + फी (आ ,य) + का? 7 फी (का ,य)-- 


खाए  फी (ख़ा,य) + ... ... | 


. मानो के ठद्ग॒पफल: ३४६ 


डे डे 
हे। फौ (य)- १+य + दा श्र न «००० +णग्ठ्न्द्दः 
य य* क्‍ 
इसमें य + शी ज *४*+ +००इसका सान बताओ | 


उ० ई [आए फी (आ/य)+का | फी (का ,य)+ खाई फी (खाल्‍य)) 
हि कह द्ूय कि हि दू डे (कोज्या के “- ७ ३ ज्या ४3) 


४। सिद्ध करो कि (य+र)" -यीं -- रे > फा (य) यह 
यरे + यर+ रे इससे निःशेष होगा यदि न, धन अभिन्न हो ओर 
इ का अपवक्त्य न हो ओर फा (य) यह (ये + यर+र")) इससे 
निःशेष होगा यदि न धन अभिन्न कम+१ इस्र रूप का हो । 


यदि य* -- १८० इसमे अव्यक्त मान १,आ , का, , मानो तो” 
ये +यर +- रपे ८ (य-आ , २) (प-का , र); इसलिये इसमें यू: 
आ,र और का,र,य के स्थान में आ,र ओर का ,र के उत्थापन 
से फा (घ)८ ० यदि न इनका अपवच्ष्य न हो तो फो (य) अवश्य 
ये 4 यर + र' इससे निःशेष होगा ओर उन्हीं के उत्थापन से 
फा (२) ० ओर फा (य) 5० यदि न €म+ १ सो दो समान: 
मान होने से फ्ा (य) यह (य"+यर-+ २१)" इससे निःशेष 
होंगा 
.. छू । यों + री +(-य-२)” इसका मान यप्+यर+र. 
ओर यर (य+- र) इनके रुप में लाओ । 

मान लो कि अन्य +यर+ रो, क ल्यर (य+र ओर 
ल८-य-रतोय-+२+लक् ०, यर+ रल +- लय८यर + ल(र + य): 
यर--(य+ र) रे >> अ ओर यरल ८-- क 


३५० समीकरण-मीमांसा 
. इसलिये य,र और ल ८३ - झट +क 5 ० इस घनसमीकरण 
में 5 के मान होंगे। क्‍ 
"९ ञ्रकः ) 
हि ि (या -- र" +लगे) यह १६०व प्रक्रम से -ला (१ के रह 


, इसके विस्तृत रूप के न के गुणक के समान होंगा। परन्तु 


( श्य्र कद 
« त्ता १-६ + ८३) 


श्‌ ( कक १ कोर २ ( के ३ 
जाओ * पनमनल-न सकममाक............ अिराममााकत.. 2. अलिनल ली नल कननपननन ना पान. छा .... 2... ७ ७ ७ के 
क्ज्ड (अि ८) + रन अर- ८) क्र (हू) +' 


अब इस पर से सहज में जन इस के गुशक का पता लगा 


खकते हो। यदि न सम द्वो तो यॉ+रत+(-ब-र)त > 
य"+ २" +(य+ २)” ओर यदि न विषम हो तो चिन्द्र के उलट 
देने से (4+ २)” - या - रत इसका मान भी जान सकते हो। 
६। (य+२)९ - 4९-२० इसका मान ये +यर+ र* और 
यर (य+र) के रूप में निकालों । है 
यहां ५४वें उदादरण से -_«- का गुणक -अस्क यह है; इस- 
लिये चिन्ह उल्लट देने से ३ (य० +र० +(य-२)० ) यद्द अर्क 
के समान होगा तब (य+२)९-य* -.. २० > ञ्नस्क -- दा 
ः ७ (य* +यर +र*)९ यर (य+र) 
७। खिद्ध करो कि (य+र)" +यप + र5 
>« हे (यरे +- यर + रर) ((यर + यर +र*)१ +- श्य ऐेर २(य + र) ९३. . 


मानों के ठद्ग॒पफल रेप 
. ८ । एवं उदाहरण में न के स्थान में रम और श्म+१ के 
उत्थापन से सिद्ध करो कि 
(य+र) पी +यरे +र्ी आओ मे मत के 
श्म म २! 
ही प्र जप पथ अम-कर + -***- 


“१ ड्ले कद रे 


(म-त- १) (म-त-- २)---(म-- रेत + १), म-इत-क्र्त _. ..... 


स्तर 
ओर 
(य न श) पै मए रे न यपग + शी शरेसना३ 
श्मनर 
(म--२;(म- २) 
या 


न्‍्आः शक न 
आए अक . 3४४ ३ ०> 


न (म-त-१)(८म-त - २)--(म- रेत) ., हक पट 
श्च्ते न १) ॥ 
8 | खिद्ध करो कि फ(य)5०, इसके यदि सब सूल 
संभाव्य हो ओर सबसे बड़ा अ हो तो 


ञ्र५८ सम्र+ १ जहा मचन्‍न्य 00 
सर 
१०]॥ सिद्ध करो कि यदि सप्नतप्न+२-सहै, ५ लश, तो 
फ्(य)>० इसके यदि सब मूल खसंसाव्य दो ओर उनमें अ,क 
ये दो ओर सबसे बड़े हो तो 


>म+१ >अन्क जहाँ मे ०० 
शत . 


शेर समीाकरण-मीमांसा 


१। यदि श... यह १०वं- उदादरण का संकेत मान और 
सप्स+३ 7 सस+ १ सेम+ ३ + मा तो यदि फ(य)- ०. इसके सब: 
संभाव्य घूल हो, ओर उनमे सबसे बड़े अ और क हो तो 

लय न्‍्शभ्र+ क, जद्दों म ८ ०० 
. १२५। यर+पय*+पय+ प३५ ८5० इसमे यदि अ्रव्यक्त 
मान अ,कख दो तो सिद्ध करो कि 
(६१) (अ+ क + अक) (क +- ख + कख)(ख + अर + अख) 
न्‍त(प३-प२) कनप/(प३>-प२)+प३. 
(२) (अ+ क-- २ख)(क + ख-- २अ)(झ + ख-- शक) 
न"रेप -€प,प३ + २७प, 
(३) यो (अ+क)*(अ+ख)--र२पर, +प,प -रेप& 
(४), (क-ख)5(ख - ४) (अ- क)* 
ु नत्दन(रेपए “पर )(रेप प३-+-प का इ(प/प.-- 8प३) 
१३ सिद्ध करे य++ य.+ १५०० इछ्नमे सत_ “सन त्ू८१ | 
१७। या +प,य ' +परयी है + --- +पत्न ,य+यज् ८०, 
इसमे यदि अव्यक्त मान, अ,क,ख,ग,घ****“ ८ हो तो 
(अ+ क्र) (अ+ख)- ***(अ+ट) इसका मान बताओ | 
यहां फृ(य) > या +प,यी ! +* “प्ष ८ 
(य- अ)(य- क)777”“(य- 5); य"+- अ मानने से 
फ(-३)७(-ओत +प९(-८छ) कण करता कपन्॒न- 
(- सअ)(-भ -क)-7 ०“ (-अ-र) 
न्ज(्‌ १)7२आ(अ + क)*****(अ+ट) 


मानों के तद्॒पफल '.. इपू३ 


१ । 48. २२७०-०० पाभाभामभनवचासपह9499004७५»» कम पकरवाकान काम पकमाताउा$१9७५,..हाकाबाझ. "० कन-मननत 


(7 १) पत्नआ ')- (ञञ+क)(अन-स)-* *(अझर+ ट) 
है पक 4 2 2 अर मी 
इसी प्रकार नल ला (क पके _- 
+(- १) पत्रक १--(क + अझ) (क+स)"***(क+ट) 


कथा #७क ७७% +% कस 9७ क कक का की की लक 9 के उ७क के कक बा कक क कक >सऊक कक क: # ७ ७-७ « &छ 


सब जोड़ लेने से 
यो (ञअ न क) (अर ने ख) #०० ०१० (ञअ ्नः ट) घन ड ईसप्न-.. ९ +प सतत २ “- 
परसत-३ पी *।*** +(-९१) पस_ ,) 


रे 
१७ । ऊपर के समीकरण मे यो न का समान कया. 


होगा | 
५ रु रे. स्ञक + करे _ 
यहां यो लक यमन न वनों अकेर 
अ पक-+२) 


'वयो (अ के) + अत हे) पर पता आह कक लक । 
द २ पा क्‍ 


ग्रे 
१६.। यो _- इसका मान बताओ | 


. यहाँयो -->यो अप्ेक * इस पर से 


मान ८प, - गत सश,क्योंकि १६२ बे प्रक्रम से 
श्र 


इपूछ समीकरण-मीर्मांसा 


_ सो आरेक-7१ >: स स. «- 
यो अमकप > यो अपका  ऊस,स,- संस्+प 
४ ल्सरस २-सतर-१ 


2 पंत-- ३ 
पृ श्‌ ० अर हा सर हु 


१७। य*+प,यरै+प,य -+पइ्य+प५८०० इसमें यदि 
द्‌ 


खब्यक्रमान अक ख,ग हो तो यो (अ+क) (ख + ग) इसका मान 
बताओ । ' 


ऊ, यो (अ+क)(ख +ग) रू श्प२ 
श्य। य॑ -यरे -- ज्य +य+६5 55० ह्स्तम दिखिलाओ कि 
२८ १) स३ के रैडे, स३इ + १६, स३ ८5६६, स५ + ९३३ 
| श्‌ मप्र 
स« ४४७६५, स_ ५८७--॥ -झ#-श२ 7८7 
४ 32% ४ 
१६ | ऊपर के समीकरण में दिखाओ कि 


स्त््‌्‌ नर्स पर, नै रेप, पर ाड डेप, । 
+प*,--छपरे,प३ ने धपपह३ क॑ रेप २ “८ डेप 
२० | ऊपर के चतुर्घात समीकरण में यदि अव्यक्त मान 
अक,ख,ग हो और 


आ + ६ (अक + खग), का 5 | (अख + कग) और खा + 
३ (अग+कख) तो सिद्ध करो कि 


थ्रा + का + सा न्ज ग्राका +- काखा + साआा 


(सरस२ >स प्‌ -- रेस /स ३ + रेस ३) 
२१ | अय * + एकयर + ६खयरे + ४ंगय + घ८ ० इसमे अ्रब्यक्त 
मान यदि भर ,,भ२,अ३,अ५) दो तो द्खिलाओ कि 


कनिष्टफल ... झपृपू 


(अर | -अ०२) (अ-- अ३ ) (अ३ -“ अछ५) (अ “ अ३) 
>#(अ, -अ,) (अर - अ, ) 
बडे सन | (अघ -- ध्थ्रक्र + शेख *) ३ -.. २७(अग रे + घक * +- ख रै 


“ अ्रसघ -- २कसग) 


(१२२ प्रक्रम के अन्त में जो अभ्याल के लिये प्रश्न लिखे है 
उनमे १०वां प्रश्न देखो) क्‍ 

शर२। या +प, या  * + --- --- +पन्त 5 ० इसमें बदि अच्यक्त 
मान अ,क,ख, --- -- हो ओर 

यो न है, जि *-+१५ तो न का प्रमाण यताओ | 


न 
उठ. 


. २३ | नीचे लिखे. हुए दोहे से क्या खमझूते हो । द 

जर जोरत जरिगे चतुर डार पात छिलिराय । 

राय निकारत हार गे पार न से छिलिराथ ॥ 
बड़े समीकरण मे अव्यक्त मान | 


१५-कनिष्ठफल 
१७७--अ +क२ +अशक यह जो चार बर्ण का फल है 


जिसमे अ, , क | ये चार वर्ण हैं यह अ और 
अ३२, क३ | के के आगे अछ्भलपाश युक्ति से १, २, के 


. जओ भेद १,२ ओर २, १ होसे हैं लगा देने खे ओर उनके 
गुणन के जोड़ देते से उत्पन्न होता है । 


३५६ सपमीकरण-मी मांसा 


इस्पी प्रकार 
अ,करख३ +भ/कइख>+आकल, + अर ख 
+ अड्के खर + अ३क /खे (१) 
यह फल्च 
ञश५ कफ, * सर 
अ२५ कर, सर 
अइ३; क्३५ स््‌ 


इन नव बर्णों का है जो कि अ क.ख इस गुणनफल में 
१, ३, ३ के अड्भपाश युक्ति से जितने भेद द्वोते हैं उन्हें क्रम से 
अ, क और ख के आगे लगा देने से ओर सब जोड़ लेने से 
उत्पन्न दाता है | इसलिये चाहों तो ऐसे फल्न को लाघव से 
(अकख) इस सलड्ेत से प्रकाश कर सकते दो जहां यह समझ . 
लेना होगा कि १, २, ३ के छुओ भेद क्रम से अ, क ओर ख के 
आगे लगा कर खब गुणनफलों को जोड़ लेना है । 

ऊपर की युक्ति से (अ, क, ख, ग) इससे यद्द समझेगे कि 
१, २, ३, ४ के जो २७ भेद्‌ दोंगे उन्हें अर, क, स ओ्लोर ग में लगा 
कर सब गुणनफलों के जोड़ लेना है । 


इसी प्रकार यदि (अ क ख ग---*-) इसमें यदि न अक्षर हो 
तो १, २,---न के जो न ! भेद हांगे उन्हे क्रम से वर्णों के आगे 
लगा कर खब गुणनफलों के योग के सम्रान (अ क ख ग......) 
इसका मान कहदेगे। । क्‍ 

१७८्ए--ऊपर के सहझ्केत से (अक)८ झक+ + अ्ररक यह जो 


फल होता है वह नीचे लिखे हुए चार वर्णो में फणंगत दे दो 
चरों के गुणनफल के योग के तुल्य हे । 


कनिष्ठफ् ३५७ 


2, के 
अर, दे २ 


ऐसे कर्णंगत बरणणों के झुणन को हमारे यहां भाव्कराचा- - 


याँदि वजाभ्याख कहते हैं और ऐसे वजाभ्यास के योग वा 


अन्तर रूपी संख्या को कनिष्ठ कहते हैं; इसीलिये हमने भय 


ऐसे फल की खंज्ञां कनिष्ठफल लिखा है । 


१७६----ऊपर जो कनिष्ठफल दिखलाया है उसमें रुपश्ट 
है कि प्रत्येक पद में यदि न अत्चर दोगे तो खब पद्‌ न! इतने 
होंगे इसमे न का मान दो से अधिक होने से न! यद्द समसखंख्या 
होगी | इसक्षिये कनिष्ठ फल्त भें सर्वदा सब पद्‌ सम होगे। 
ज्ञिस कनिष्ठ फल में आधे पद घन और आधे ऋण होते 
हैं उन्हीं कनिप्चफलों के लेकर इस ग्रन्थ में कुछ विशेष कहा 
जायगा | इसलिये जब तक कि इसके विरुद्ध न कटद्दा जाय 
सबंदा कनिष्ठफल से वह फल सममभो जिसमें आधे पद्‌ धन 
ओर आधे पद ऋण हो । जैसे 
अ,य्कऊक,शरश ० 
अय-+करनर ८० 


इनमें पहले से य८ -_++ इसका डत्थापन दुसरे में देने 





न्ञ्३ 





श्‌ 

इसी प्रकार 
अ,य+क,रन-स,लऊ+ः ० 
अरये +- के _र+- सं, ले ८ ० 


कक 
से कर रे २० ध्् - ८० छेद्गम और र के अपवत्तंत से 


शझ 


इेपं८ खमीकर य-मी मांसा 


आअयन- कर +- स,ल न ० 
इनमें पहिले दो हे य और र का मान ल के रुप में ज्ञान 
- कर उनका उत्थापन तीखरे में देने से ओर छेदशम ओर ल के 
अपवत्तन से 


इस फल से ओर १७७ थे प्रक्रम के (१) से भेद्‌ इतना ही 

हे कि (१) में सब पद्‌ धन हैं (२) में झाथे पंद घन और झाधे 
ऋण हैं अर्थात्‌ तीन पद्‌ घन और तीन पद ऋण हैं। 

इसी ध्रकार चार अज्ञातवर्ण समीकरण में अ, ,क , ख,,ग,, 

अरकर,स२,ग३, इत्यादि सारह वर्णों से ऊपर (२) के ऐसा 

एक कनिष्ठफल २७ पर्दों का होगा जिसमें १९ धन और १२ 

ऋषण दोंगे। 

. ऐसे कनिष्ठटफल के काशी ( (2ण्टाहए ) ने... 

ड है । जैसे यहां इस 
संकेत से सममेंगे कि यह अ,क२- भर, इसके तुल्य है । 
इसी प्रकार (२) कनिष्ठ फल को 
मर . के १ सर 
| औ। के सर 

न्ञ्र 


३५ कह, खा 











इखसे प्रकाश करते हैं 
और साथारण से न बर्यों में जहां वर्य 
झ,, कफ, ख,, ०: ट, छू 


कनिष्ठफल शेप 


कनिष्ठफल 
ञ्ञ्य 3] च्कृ श्ष ह््प ११ कब कक कडशक कक त्दे ह 
९ ॥ रे न] छः रे तर स्‍्प २ न कु 9 कक कर केक 2 कक कक ट् 
श्र द्व्‌ ञु च्छः झ्े बु स्व कक ञ्ु | +# # # कू + क्र को छः का कक ने ः] 
चर न के ” सर गम शक ट. र 


इससे प्रकाश करते हैं। इस कनिष्ठफन्न में धनण पदों के 
जानने के लिये इस संकेत में अ,, क,, स,,----- इत्यादि 
 अच्तरों को भ्रुवा कदते हैं। अ,,क, दस,“ इलादि जिस ' 
पंक्ति को बनाते है उसे तियंक्‌ पंक्ति और अर अर ,अ३ *** *** 
इत्यादि जिस पंक्ति का बनाते है उसे ऊर्ध्वांधर पंक्ति कहते 
हैं। बाम साग की ऊरध््याधर पंक्ति के शिर से लेकर दतक्तिण 
भाग की ऊर्धष्याधर पंक्ति के पाद तक करों पंक्ति में जो 
अ,, कै, ले३, * व्त ये वर्ण रे इनके गूरानफल अ, कस, *** दा 
को धन पद ओर प्रधान पद कद्दवे हैं। कन्ष्ठि फल के रूप से 
स्पष्ट हे कि कनि- छफल् के पत्येक पद में प्रत्येक्त ऊध्वांधर 
' पंक्ति एकही धव और प्रत्येक तियेक्‌ पंक्तिस्थ एकहो भ्रव 
हैं. इसलिये ऊरध्यांधरस्थ एकहदी ध्रव और तलियेकरुथ एकही 
अब छ्ेकर जितने न झज्लरों फे गुणशनफल संभव होंगे वे ही 
कनिष्ठफत में सब पद होंगे। इनमें कोन जन ओर कौन ऋण 
हांगे इसके लिये ऊपर प्रधान ओर घन पद बनाया है | प्रधान 
पद में देखो वर्णशमात्रा के क्रम से तो अत्तर हैं ओर संब्याओं 
के क्रम से १, २,------ न संश्या हैं। 


प्रधान पद्‌ में अक्षरों के आगे जो संख्याय तगी हैं उनमें 
से दो संख्याओं को उल्लनट कर उन दो झअच्तरों के श्रागे लगा 
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देने से जो पद बनेगा वह ऋयात्मक होगा । जैसे अ, , क 
ख,, ग;, घ१,अ२ "इत्यादि २५ अदारों से पूथ सड्ढेत से 
. अधथान पद्‌ अ, क, ख ग& घ, यह होगा इसमें क के आगे जो 
२ है उसे घ के आगे लगा देने से और घ के आगे जो « है 
उसे क के आगे लगा देने से जोञअ , क , ख घ. यह 
पद्‌ बनेगा वह ऋणात्मक द्ोगा। इस क्रिया से स्पष्ट है कि 
दो दो अच्धरों की संज्याओं का एक बेर परिवत्तन से ऋग॑ं, दो 
बेर के परिवत्तन से धन, तीन बेर परिवत्तेन से ऋण, चार बेर' 
परिवर्षन से धन इस प्रकार सम बेर परिवत्तन से घन और 
विषम बेर परिवत्तन से ऋण होगा | इस क्रिया से प्रधान पद्‌ 
के वल से पदों के चिन्हों का ज्ञान हो जायगा | जैसे 
ह का, के, से 
अ२, २) २ 
अर ह। कर ष्‌ सर रे 
इसमें प्रधान ओर घन पद्‌ श्र,.कख& यदद छुआ । क,ख की 
संख्याओं के परिवत्तेन से अ,कस, यह ऋण हुआ | इसमें अख 
की संख्याओ के परिवत्तन से अ,स३क, यह घन हुआ | इसमें : 
क,ख की संख्याओं के परिवत्तन से अरक (ख३ यह ऋण हुआ | 
इसमे अ,ख की संख्याओं के परिवत्तेन से अक,ख, यह धन. 
हुआ । इसमे क,स की संख्याओं के परिव्तेन से अ,क,ख, 
ऋण हुआ | इस प्रकार । 
. कनिष्ठफल >अ(करख३ -अ,क३स२+अरकस, -अ,क रख 
न+अइक ,सर-अइके२ ख, यह चह्दी पद है जो (२) है।. 
१८०--पद के धन, ऋण जानने का सहज 
चउपाय-- 








कनिष्ठफल झेद्श 


. जो दिया हुआ पद्‌ दो उसमे प्रथम जो संख्या हो डसे 
' देखो कि प्रधान पद में कहा हे और जहां है वहाँ से कितने स्थान 
पीछे हटाने से प्रथम स्थान में आती है | उस दृटाए हुए स्थान 
की संख्या को अछूग लिख छोड़ो । और प्रधान पद के पहिले 
दिए हुर पद की प्रथम संख्या लिख डसके आगे क्रम से इस्ह 
संख्या को छोड़ ओर प्रधान पद्‌ की सब संख्याओं के लिख 
कर इसे अब प्रधान पद मानों | इसमे जहां पर दिए हुए पद्‌ 
की दुसरी खंख्या दो उसे देखो कि कितने स्थान पीछे हटाने से. 
नये प्रधान पद में दूसरी स्थान की संख्या होती है | इस 
हटाए हुए स्थान के भी अलग लिख छोड़ो ओर अपने इस 
प्रधान पद में दिए हुए पद्‌ की प्रथम खंख्या के और उसके 
आगे जो संख्या है उनके बीच में दिए हुए पद की दूसरी संख्या 
रख आगे क्रम से इस संख्या को छोड़ ओर सब खंख्याओं को 
लिख कर इसे नया प्रधान पद समझो । इसमें दिए हुए पद्‌ 
की तीसरी खंख्या का देखो कि कितने स्थान पीछे हटाने से 
तीसरी संख्या होती है। उस स्थान खंख्या को अलग लिख 
: छोड़ो और इस पर से फिर पूववत्‌ नया प्रधान पद बनाओ ४ 
यों बार बार करमे करते जारी जब तंक कि दिया पद न बन 
जाय । फिर सब स्थान संख्या जो अलग लिखी हुई दे उनके 
जोड़ने से यदि योग सम हो तो दिप्प हुए पद का घन समझते 
ओर यदि योग विषम हो तो ऋण जानो । द 


जैसे उदाहरण--( १) जहां पंक्ति में साव खात वर्ण दूँ 
चहाँ अ(कनख |ग, घ , 5 ५च२ यदद पद धन वा ऋण द्वोगा। बहां 
पदों की यथा क्रम संख्या लेने से ३०६५१५४२ यह संख्या छुई 
और पूर्व युक्ति से प्रधान पद्‌ की खंख्या से १९३४५६७ यह 
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संख्या होती है। इसमें दिए हुंए पद्‌ की झादि खंख्या ३ दो 
जान हटाने से आदि में आती है; इसलिये नये प्रधान पद की 
संख्या ३१२४५६७, इस प्रकार ऊपर की क्रिया से 


२ प्रधानपद्‌ 5 १२श४५६३०७० | दिया पद्‌ ३७०६५१४२ 
श्‌ 9 -< श१२५४५६७ |. हटे स्थान की संख्या २ 
ले १ ८ ३७१२४५६ । ; 9 ्‌ 
8... 7  मे७६६ २४५ । 9 9 छ 
डे. 4 व रेणप्धभररड । १ का ३ 
दि 2 « से वेजध्शरंर४ । 9 9 ० 
७. #.. -+ इ्जदेध्रएरए |. १? »?» १ 
यू. ८ रेणइनशृष्टर । ५; 9१. ० 

येग हर १५ 


१५ फे विषम हेने से दिया हुआ पद्‌ ऋणात्मक हुआ । 


(२) १७६ प्रक्रम में जे कनिष्ठफल्ल न - अच्चरों से बना है 
उसमें जिस कर्य पंक्ति में प्रधान पद है उसे छोड़ दूसरे कर 
पंक्ति का अत कन-५ सन-२--- ८३ यह पद बताओ किख 
चिन्ह का होगा । द 

यहाँ क्रम से हटाए गए स्थातों की संख्या 


(न- १)+ (न--२) +(न--३) ने ****** + २ + १८ (न ३) 
इसलिये पद का चिन्ह (-९१) व यह होगा | 


. १८१--किसी दो तियेक्‌ वा ऊध्वोधर पंक्तिओं 
कबदल देने से कनिष्ठ फ़ल का चिन्ह बदल जाता है। 


ऋकलिष्ठफक ३६३ 


१७६ प्रक्रम में जो क्रिया लिखी है उससे चार अत्तरा की 
पंक्ति में यह प्रधान पद अ, कश स॥३ ग, धन होगा और २,४ के 
बदलने से अ,क ,स,ग२ ८ भ.गशस कफ इसलिये जिले तियंक्‌ 

; ज्५ 
पंक्ति में क। और ग, हैं. उन्हें परस्पर ठखट पुलट दे वा जिस 
उध्चाधर पंक्ति में क& और ग, है उन्हें परस्पर डल्कट पुलट 
दूं, पद्‌ का मान भ. ग३ ख३ के, यही रहेगा ओ कि प्रधान पढ़ 
के वश से ऋण होगा । इस प्रकार तिरयंक्‌ वा उध्वाधर दो 
पंक्तिओं के परस्पर बदलने से संब पर्दों के चिन्द्द उल्नट जायँँगे; 
इसलिये कनिष्ठफल का चिन्ह भी बदल जायगा। इस पर 
से किसी पद के चिन्द्र जानने के लिये नीचे ही युक्ति उत्पन्न 
द्ोती है । द 

उर्ध्वाधर वा तियेक्‌ पंक्तिओं को क्रम से हटा हटा कर नया 
वर्गाकार ऐसा कोाप्ठ बनाओ जिसमें दिए हुए पद के सब 
अक्षर ऋम से प्रधान पद्‌ रूप होकर प्रधान करो पंक्ति मेआ 
जायें, तब जै जै बार पंक्तिझ्ं दृटाई गई हो उन इृटी संज्याओं 
का येग विषम होने से अभीष्ट दिया हुआ पद ऋण और सम 

होने से घन होगा । 


उदाहरण 


झ, क, ग, 





आ, का, गा, 
त, थे, द 
ता, यथा, दा, ० 


8 ,/4 | ++ 


. इसमें ता का द य इस पद का चिन्ह बताओ । यहां चोथो 
'तियक पक्ति के! तीन स्थान दटाने से 
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ता, था, दा, ०. 
के, », य॑ 

7 ।+ छूटा ध्वान ३ 
आ, का, गा, २| रे 


त, थ, दे, छा 


इसमे जिस पंक्ति में का हे उसे एक स्थान हटाने से 
ता, था, दा, 
| आओ, का, 


अआ, क, ग, न अगर मम 
। 
| 


9] न 


त, थ, ८, 
इसमें जिस पंक्ति में द है उसे एक स्थान हटाने से 


ता, था, दः, 





झा, का 


हटा आातल रै 


० 
र 

| त, थ, द, ल८ 
का 





इसमे दिए हुए पद्‌ के सथ अक्षर शब प्रधान कर्ण पंक्ति 
में हो गए और इटे स्थानों का येग ५ विषम है; इसलिये दिया 
डुआ पद ऋण हागा। 


१८२--किसी कनिष्ठफल में थदि दो. तिथक 
पंक्ति वा दो ध्वोधर पंक्ति आंपस में तुल्य हों 


अथात दोनों पंक्तिओं के वे ही अक्षर हों तो कनि- 
छफल शून्य होगा। 


कनिषप्ठफल शेध५ + 


पर्योकि १८१ प० से दो पंक्तिओं के परस्पर बदल देने से 
कनिष्ठफ़ल का चिन्ह बदल जायगा। परन्तु ऐली खिति में 
दोनों पंक्तिआं के बदलने से फल ज्वे| का त्यों रहेगा; इललिये 
| कफर८+-कफ 
श्कफ ० अर्थात्‌ क फ 5 ० यह सिद्ध हुआ । 
१८३--कछिसी कनिष्ठ्ल में थदिं सब लियंक्‌ 
पंक्तिओं को ऊध्यीधर रूप में वा सब ऊध्वोधर 
 पंक्तिओं को सलियक रूप में लिखें तो कुछ विकार 
नहीं उत्हन्न होता, कनिषछ्ठछल ज्यों का त्यों रहता है। 
.. क्योंकि दोनों स्थितिश्रों में प्रधान पद तो ज्यों का त्यों 
रहेगा | और जो प्रध्येक पद्‌ ऊर्ध्वाधरस्थ ओर तियेक्स्थ एक 
पक ध्रव के वश से होंगे वे भी दोनों स्थितिओं में एक ही . 
रहेंगे । १८१ प्र० से पद्‌ के चिन्ह ज्ञान के लिये प्रथम स्थिति 
में प्रधान कर्णपंक्ति म॑ दिए हुए पद्‌ के अच्तरों को ले आने के 
लिये जितनी बार पंक्तिश्नां हटाई जायेगी उन संख्याओं का 
डतना ही योग हे।गा जितना कि दूसरी स्थिति में उध्चाधर 
पंक्तिआओं को दृटाने से ये देगा--जैसे 


अर, फेर उर$ ९ अ,, अर) अइगड अधष्ट 
अर फेर) पर२७छ २ के, केश) पिइ) ४ 
- अ३) पी85 ३१ गई न्‍ै खि,, सेएड सइ) सछ 


अ,, 0४३ स, गे ग, गेंश) राह, गा, क्‍ 


यहां दोनों स्थिति में प्रधान कर्णेपंक्तिओं में ऋम से 
झच्तरों के ले आने से पंक्तिओं की हटी हुई लंख्याओं का येग 


इ्द्द् खमीकरण-मीमांखा 
३ है; इसलिये अक,,ख् ग३ इसका चिन्ह दोनों मे एक ही 
होगा । 
१८४--किसी एक पंक्ति के प्रत्येक धवाहु को 
यदि एक ही गरुणक से गुण दें लो अब जो नया 
कनिषछफल होगा वह उसी गुण गुणित प्रथम कनि- 
छफल के तुल्य होगा 
. क्योंकि प्रत्येक पद्‌ में उम्च पंक्ति के अब गुण गुणित धपाहू 
होंगे। इसलिये अब प्रत्येक पद के योग वियोग से जो नया . 
कनिष्ठ फल होगा वद्द पहिले कनिष्ठफल से गुण गणित दोगा । 
अनुमान--( १ ) किसी पंक्ति के भ्रवाइ एक 
गुण से शुणिल यथा क्रम दूसरी पंक्ति के धवाडूः 


हों तो काॉनछफल शून्य के तुल्थ होगा । 
क्योकि 
मञ्न , , अ,, ख । आ, अ,, जि, 
मझअ२, अ२, ख (_म | अर, अ२, ख५ ०, १८७ और श८२ 
कुसआ , अ. , सर । आ., अ.$ से. प्रक्रम से । 











अनुमान--( २) यदि किसी पंक्ति के धवाड़ के 
चिन्ह को उलद दे तो कनिष्ठफल विपरीत चिन्ह 
का हो जायगा। 

क्योंकि १४८ प्रक्रम से 


मञज , कफ, ख २ आश पी २५ से क्‍ 
अर पीर पर | सम अर, कर; सर | म-क्रफ 
| मआ३, क३, सख३ क ३, के३) से ३ 
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इसमें यदि म८-१ तो प्रथम रेलाहयान्तगंत प्रथम 
अर्ष्वाधर पंक्ति के श्वाह्ों का चिन्ह परिवत्तेन हो ज्ञायगा ओर 
धचह म-कफ इसके अर्थात --कफ इसके तुल्य होगा 
उद्ाहरण--( १ ) सिद्ध करो कि 





१५ २ दे ४ 
कर ् न रे घ्ः ० 
& २३० २४१ रेये 


१५ श्८ ११ २४ 

जहां अन्तिम तियंक पंक्ति के घ्वाड़ो में यदि ३ का भाग 

दो तो दूसरी निर्यंक्‌ पंक्ति के भुवाड् दो जाते हे इसलिये १८७ 
प्रक्रम के १ अजुमान से कनिष्ठफल शूल्य द्ोगा। 


(२) सिद्ध करो कि 



































कख के १ अरे अरे 
खञ्ब क को (व: | १ को **| 
झक् ख खरे | १्ख़रे खरे | 
(३) सिद्ध करो कि 
ये हे ६। ब ३१ ए् 
३ १५५ ७ 5 ३३ ४ ७। 
७ २७ । । ४. & ,े 
(४ ) सिद्ध करो कि 
 अकख अरे अरे | कख अ अ्र 
अकख करे करे [-अकख | खा क करे 
अकख खरे खरे अक खरे खरे 
(५ ) सिद्ध करो कि 
२ २९ -७ 8९ २ ७ 
-- ४ +>हे ये नये | दे रे पे 
६. ४ “+-£ हैं मे € 
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(६) खिद्ध करो कि _ 




















ञ्त्क ख । मं १ र्‌ र्‌ 
था के खा ८ अकसर कखञ्र ख'ञ्रक 
आग कक खा अकरत ञ्रकख क्‌ 'खञ्च ख''अफ ' 
( ७ ) सिद्ध करो कि 
| २श५श०[ ३ ३० दे० २० २०| | १५ (3 १ 
३१ १६ ३६३१ ४ २९१० २४ ९ _हैं १० २४ ६ 
छ हे ७ ४५ भ-१०-४०२ रेश ३० ० १०७० ७9. ६ ००५ 
२रश्श य्र 9 25008: २५ |० ४ ४ ४४ 
(८) खिद्ध करो कि _ । 
श्‌ श्‌ र्‌ 
अ क ख | 55( क-स) (ख-अ) (अ-क) 
अ' करे खरे 








इसमें यदि क के स्थान में ख का उत्थापन दो तो दो 
पंक्तिआं के अच्तर समान होने से क फ ८ ०; इसलिये क फ्‌, 
क-ख इससे निःशेष होगा। इसी युक्ति से कफ, ख-आअ, 
ओर अ--क इनसे भी निःशेष होगा । इसलिये तीनों के घात 
का किखसी स्थिर खंख्या से गुण देने से कफ होगा। परन्तु 
दोनों फल में ध्रुव शक्ति ३ है; इसलिये वह स्थिर संख्या 
कनिष्ठफल के धत्येक पद्‌ में हेगा। परन्तु कमिष्ठफल का 
प्रधान पद्‌ क खरे है जिसमें स्थिर शुणक+ ९ है। इसलिये 
ऊपर का सरूप समीकरण खत्य छुआ। 

( & ) ऊपर की युक्ति से सिद्ध करो कि 


्‌ श्‌ श्‌ श्‌ ह ; | : # ० ८ 
क्‍ अ के ख ग [5-ौ(क-ख) (अ-ग) (ख- अर) (क-- ग) 
अर को खरे ग।. #(अ--क) (ख-ग) 


हे ध्य़्र क्क्रै सर गरै 


कनिष्ठ फत्न इ्च्& 
.. १८५--किसी कनिष्ठ फल में यदि जितना ऊच्वो- 
धर पंक्ति निकाल ली जाथ और उतना ही तिथक्‌ 
पंक्ति निकाल ली जाय तो अवशिष्ठट पंक्तिओं के 
यथाक्रम भवाड्ोों सेजो अब नया कनिष्ठफल होगा * 
उसे लघु कनिश्ठफल कहते हैं । क्‍ 


यदि एक ऊर्ध्वाघर और एक ही तियक्‌ पंक्ति निकालों गई 
हो तो अवशिष्ट पंक्तिओों से बने लघु कनिष्टफल को पहिला 
लघु कनिष्ठफल कहते हैं। यदि दो ऊर्ध्वांधर और दो ही तियंक्‌ 
पंक्तिओं के निकाल कर अचशिष्ट पंक्तिश्रों से लघु कनिष्ठ फल 
बना हो ते इसे दूलरा लघु कनिष्टफल कहते हूँ। इसी प्रकार 
आगे भी जानना चाहिए । 


निकाकझ्नी हुई पंक्तिओं में जो उमयनिष्ठ ध्वां हैं उनसे भी 
पक कनिष्ठ फल उत्त्पन्न हेगा | शअ्रवशिष्ट पक्तिआओं के भ्रवाड्लोी से 
जो लघु कनिष्ठफल होता है वह निकाली हुई पंक्तिओ के उभय- 
निष्ठ भवाड्ले हृत कनिष्ठफल का पूरक कद्दाता है | यदि प्रधान 
भ्रव अ, सम्बन्धी पूरक दो तो इसे प्रधान प्रथम ल्लघु कहते 
हैँ. ओर इसका जो प्रधान प्रथम लघु होगा उसे आदि 
कनिष्ठफल का प्रधान द्वितीय लघु कहेंगे । 


.. एंक एक ऊर्ध्वांचर ओर तियक पंक्ति के निकालने से 
जो लघु कनिष्ठफल बनता है उसे कफ इस संकेत से प्रकाश 
करते हैं। दो दो पंक्तिश्नों के निकालने से जो लघु कनिष्ठफल 
होता है उसे कफञ,क इस संकेत से प्रकाश करते हैं। इसी 
प्रकार आगे भी जानना चाहिए। 

रे 


३३० समीकरण-मीमांसा 


इसी प्रकार कफशञ्न, इससे प्रधान प्रथम लघु कनिष्ठफल के 
ओर कफ,,,क, इससे प्रधान द्वितीय लघु कनिष्ठफल के 
प्रकाश करते हैं।. 8 
खंक्तेप से किसी कनिष्ठफल को प्रधानपद लेकर 
- यौ+अ,कश्ख३ ----- टन इस संकेत से प्रकाश करते हैं । 


यह संकेत दिखलाता है कि अड्डपाश से ९१, २,३-०---म 
इनके जितने भेद हो डन्हे अ,क,ख़, *--*- ट इनके आगे रख कर 


खब के गुणगनफल से जितने पद बनते हो उनके १०८०वें प्रकम 
से जो चिन्द्र हो उनके सांइत सभों के योग वियेग से जो 
संख्या हो वहीं इस संकेत से समझो । 

श्टू्‌दे--पिछले पक्रमों से सिद्ध है कि कनिष्ठफल के 
प्रत्येक पद में ऊध्वाधिरस्थ और तिर्यक्स्थ प्रत्येक भुवाडु एक 

दी बेर आते हैं | इसलिये रर<ः 

कफन्अ आ, +अरआ, + अ आ +- ० ००५ ०० 

कफन्‍क _का, +कशका, +क, का + ००००० 

था, कफच्अ/आ | +क का, +ख,खा, + **+ ००००० 
कफच्अञअ, आए +करको- +- ख़ खा, न॑- *०२००५*५०*- ा 
यदि अ,, क;, ख, ग, ,-चार अक्वरों की पंक्ति में पूर्व 
रीति से कनिष्ठफल को बनाओ और अ १, श्र, , ञ्र ३ ओर भर, 
के गुणका के अलग कर उनसे नये कनिष्ठफत्ों का बनाओ 
तो ऊपर दिए हुए अ,आ, +अआ, + अ्रआ, + ०-०० ०-- श्स 
कनिष्ठ फलमे द है 
| ख, ग३ । . कक, ख, ग, 
आफ स गई ण्श्न के स्॒५ गए 


के सर गु । ्््श्‌ सर सर | 


क्र सत्‌ ग, 
क३ ख. य क्‍ 
क॥ ख, ग 


आ ८ 








है ऑन पट-डलए:॒हतामकाउमकरन:ाए<तटपऑफ ७ 


कनिष्ठफल इे१ 
ये आते है। 








ऊपर स्पष्ट है कि कफ ८ अ, आ, +अरआ३ +अआ३ +- 
********* + अर आ। यहां ऊपर ही की युक्ति से स्पष्ट है किआ ,, - 
आ२, आन ये न- १ अच्तर सस्बन्धि पंक्तिओं का कनिष्ठफल 
होगा । इसलिये १, २, ३,*-८**-*-*- न इसके भेद में यदि १ का 
प्रधान स्थान में सर्वद। स्थिर रक्ख तो जितने भेद में १ प्रथम 
स्थित रद्देगा उनकी संख्या अंकपाश से (न- १) ! इतनी होगी 
ओर द डा 
श्र आ,न्अ,यो ने कस, +०००००००० “त्य्त इसलिये 


कर स३य१ौयौ१7 १०८० ०००ट८2२ 

5 कू. से. ०*०२००५००००० ठ 
आर (ल्यो-क २ ख ६ “न्ठेय नत | ही 8 न है 
फंस खत ७० ७+# ७०७० ट्स््‌ 


ओर यह कनिष्ठफल श्८्पवें प्रकम से अर, भुव सम्बन्धी 
प्रधान प्रथम लघु दोगा जो कि कफशञ्न, इसके तुल्य है। इस- 
लिये आ ,+कफओञ, । 

श्रा३ फे जानने के लिये जिप् तियंक्‌ पंक्ति में भर है उसके 
एक बेर ऊपर हटाकर रखने से भ्र, के स्थान में श्र: हो जा- 
यगा | ओर कनिष्ठफल का चिन्ह भी बद्लज्ञायगा। ( १८२ 
प्रक्रम देखो ) इसलिये ऊपर हद्वी की युक्ति से आ२८-# फञआ, » 
यहां कफञ्न, से यद्द समभना चाहिए कि श्र, के स्थान मे 
पंक्ति के हटाने से भर, के आ जाने पर अ३ भुवसम्बन्धी प्रधान 
लघु कनिष्ठफल है | इसी प्रकार अ३ की पंक्ति दो बेर दृटाने | 


श्र ' समीकरख-मी मांसा 


से अ, के स्थान पर आ, पहुँचेगा। इसलिये ऊपर ही की युक्ति 
ओर सड्लेत से आइ-कफछ,, । इस प्रकार विषम में ऋण, सम में 
धन द्वोने से कर े 

कफल्अ/ फेफ/, ८ - अश्कफ, , + अं ३ फिस, “अकफशड , के *****: 


है 


इस प्रकार कनिष्ठफल का किसी ऊर्ध्चाधर वा तियंक्‌ 


पंक्तिस्थ घुवाड्लो के रूप में प्रकाश कर सकते हैं। जैसे 
कफजझआ, कफओञ्न, +फें, कफक,, +ख, कफ, “- *******००*०** 
किसी लघुकनिष्ठफ़ल् (जो कि किसी घुव के गुणता है ) 
का .चिन्द्र जानना हो तो समझ लेना चाहिए कि किंतने बार 
तियेक्‌ पंक्ति और फिर कितने बार ऊर्ध्वाधर पंक्ति के दटाने से 
अभीश्ट भुवाहु प्रधान अ, के स्थानंपर पहुँचता है । उन हटे हुए 


स्थानों का योग विषम हो तो उस लघु कनिष्ठ को ऋण और 


सम हो तो घन समभना चाहिए | जैसे ०. ४ 
योर: अ,क ख्ग, घर ७ इसका मान चतुर्थ ऊर्ध्वाधर पंक्ति 
फे रूप में अर्थात्‌ जे श 
कफ़ लग, गा, कयरगा३ +याधगा + -*-*-- ऐसा जो होगा 
उसमें ग ३ गा, -5ग३ कफ, इसका क्या चिन्ह होगा यह जानना 
हो तो यहां दो बेर तियका पंक्ति को ऊपर ले जाने से .फिर तीन 
घेर ऊर्ध्वाधर पंक्ति को बाईं ओर हटाने से तब ग, प्रधांनस्थान 
भ्र/ पर पहुँचेगा | इसलिये दोनों दृटे हुए खानों कायोग 
५ विषम होने से सिद्ध हुआ कि ग३ कफ, यह ऋण चिन्ह 
का दोगा। ा ः 
चिन्द जानने के लिये ऊपर दी की युक्ति से नीचे की-क्रिया- 
हत्पत्न छोती है। भ., से ऊपर की तियंक्‌ पंक्ति में ग्रिनती करो 





हैँ & 
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कि कितनी संध्या पर वह ऊर्ध्वांचर पंक्ति झाती है जिसमे कि 
अपना उद्दिष्ट श्वचाड्ु हे फिर वहां से उसी संख्या के आगे से 
उस्र ऊर्ध्वाधर पंक्ति में नीचे की ओर उदिष्ट ध्वाडू के शिर 
पर जो ध्॒वाडु है वहां तक गिनवी करो छि कौन संख्या है 
यदि विषम द्वो तो अमीए्ट लघु कनिष्ठधफपल ऋण ओऔर सम हो 
तो धन समझना चाहिए | जैले ऊपर के उदाहरण में अर, से 
ग्रिनती करने में जिस ऊर्ष्वाधर पड्ढि में ग, हे वहां तक 
अ., क,, ख,,ग, चार संख्या हुई! फिर चार के आगे श्रभीष्ठ 
भुवाडु के शिर पर के भवाडु ग, तक गिनती पांच हुई अर्थात्‌ 
अ्र+क,,ख,,ग,, ग३ ये पांच हुए; इसलिये संख्या विषम 
होने से उद्दधिश्ट लघु कनिष्धफल ऋण हुआ | 


उदाहरण 
(१) सिद्ध करो कि 
अ, क, स क. रत क का ख 
लक पद मद कक 
अर के ३ सं है 








(१७६ प्रक्रम का (२) समीकरण देखो) 
(२) दिखलाओ कि 


३-६३ + १६] 


+अआकख--२फ यह-अ फरे - क गर--ख हरे 


आह के 
हकप्र 
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(३) चतुर्थ पंक्ति में जो शुवाड्ल हैं उनके चश से चार चार . 
अक्षर के वश से जो कनिष्ठफल हो उसे सिद्ध करो कि 

















न (कर खश ग, अ स गर अश कै? गए 
कफ८5- अर | | कर स२ रा न+ के, | अर सं गए ख, अ, फे३ ३ 
. [कि से ग३ अ३ सल$ ग३ अ३ कह ग३। 

' आ के स३ 

कण अर कर ज२ 

आह के३ से३ 








२+-अर, कफ, + के, कफक “ स, कफ, + ग३ कैफ, 


(४) सिद्ध करो कि 








(४ देश >- .. [७ २ रे वे झे 
। घू ७ २ हि छ& का | ४ ६।| + ७ र | 
(६ ४६] 
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।-क “खा १५ आ| कर +>ख/र + (अश्र + कक/+खख )* 
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&। फैला कर दिखलाओ ओर सरूप समीकरण को भी 
सिद्ध करो कि द 
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है समीकरण -मीमांसा 
पहिले की ऊप्र वाल्ली तियक्‌ पंक्ति के धुवों को यरल से 


गुण दो औरों के क्रम से य,र,ल, से गुण दो। फिर दूसरी, 
तोखरी और चौथी ऊर्ष्वाधर पंक्तिआं के भ्रुवों को क्रम से रल, 
यल, और यर से अपवत्त न दे दो तो दूसरा रूप बन जायगा। 


१० | सिद्ध करो कि 


अह गर 
_हकफम:, | (कख--फ *)रर +#(खश्व- गे )म रे +(अक- हर )न रे 
गफ खन।. + २(गाह- अफ)मन + २(हफ -- कग) रन 
| रमन ७०७! 





+ २(फग - ख है) रम 
१८७--यदि्‌ द 
ञ्. क ञ श्‌ कक श्‌ स्र श 

|, के [0०% हर कर कर (कक, ) 
। . जिंक केइ उ३ द 

इत्यादि कल्पना करो तो ल्ाप्लेस (,904०6८ ) ने किसी 
कनिष्ठ फल का लघु कनिष्ठ फलो के घातों के योग रूप म॑ ले 
आने के लिये साधारण युक्ति दिखिल्लाई है जिसके अन्तर्गत 
ऊपर के प्रक्रम की युक्ति है । 

कल्पना करो कि किसी कनिष्ठफल में ऊर्ध्वाधर दो 
पैक्तिआओं (अ; क,) के भ्॒वांकी के वश किसी दो तियक्‌ पड़िओं 
के वश से जो कनिष्ठफल् उत्पन्न होता दे वह (अपक,) यह है 
ओर इसका पूरक कफ८४ लखुकनिष्ठफल और इसका पूरक 
(अपकव) दे तो पहिला कनिष्ठफल > यौ -: (अपकंब) कफ: 
यद्द होगा | क्योंकि कनिष्ठफ़ल के प्रत्येक पद्‌ में एक ध्रुव अ,, 
ऊर््वाघर ओर एक घुव क, ऊर्ध्वाधर पंक्ति का रहेगा । मान 


लो कि एक पद में भ्रपरूव गरुंणक दै तो एक दूसरा पद अवश्य 








.. कनिष्ठफलं - ३७७ 


प ओर ब के बंदलने से प्टेसा होगा.जिखका गुणक अक्कद८ होगा 
इसलिये कनिष्ठंफल को यो (अद्कब) आएब ईस रूप में 

कते हैं, जद्दां आप, यद्द उन सब पदों का योग है जो कि ख,ग,घ 
इत्यादि के आंगे न-- २ संख्याओं से जो अद्वराश खे भेद होगे 
वे लगे रहेगे | “ “2 कफ:;,ब इसका चिन्ह १४८० प्रक्रम से विद्ति 
हो जायगा । इसी प्रकार तीन, चार इत्यादि ऊध्वाधर पंक्तिओं 
के धवाड़ों के वश किसी तीन, चार इत्यादि तियक्‌ पंक्तिश्नों के 
वश से जो कनिष्ठफल होगे इनके और उनके पूरक लघु कनि- 
घछफली के मुणनफल्मों के योग रूप में करेंसी कनिष्ठफल के 
प्रकाश कर सकते है । जैसे. 

उदाहरण--( है ) (श्र/करखग७५) इसका मान पहिली दो 

ऊर्ध्वाधर पंक्ति के वश जो लघु कनिष्ठफल्न बनेंगे उनके रूप में 
लाओ । यहां ऊपर की युक्ति से 


कफ --(श्र(क २) (ख, ग७)- (अ (कक) (खर्दे,)+(अशक,) (खग, ) 
न (अरक,) (खग३७)-(अरक,) (ख ,य३) + (अड क ५) (ख, गर ) 
.. चिल्ह जानने के त्रिये दों तियक पंक्तिओं का चला कर क्रम 
से पद्दिली ओर दूसरी तियक्‌ प्रंक्ति पर पहुँचाओ और हटाए 
स्थानों का योग विषम द्वो तो ऋण ओर सम हो तो धन समझो । 
जैले (अ ,क,) में अ, बिना दृटाए पहिली पंक्ति में है और क 
एक स्थान हटाने से दूसरो तियंक्‌ पंक्ति पर पहुँचती है; इस- 
लिये हटे स्थानों का योग १ विषम्र होने से वह पद ऋण 
इुआ । इसी प्रकार (अरक,) (ख,ग,) इस यद में अ२ के ओर 
अर, के पक एक बेर हटाने से ये क्रम से पद्चिती ओर दूसरी 
पंक्ति पर प्रहँँचते है; इस लिये दृटे स्थानों का योग २ सम होने 








रेट समोकरण-मीमांसा 


से पद्‌ धन हुआ । ओर (अ.क,) (ख,ग,) इसमें अ, को एक 
बेर ओर क« को दो बेर हटाने से क्रम से ये पद्िली ओर दूसरी 
पंक्ति पर पहुँचते हैं; इसलिये हटे स्थानों का येग ३ विषम 
होने से पद्‌ ऋण हुआ । इस प्रकार सर्वत्र चिन्ह का शान 
कर लेना चाहिए। द 

२।( अ,करखगइघ, ) 


ऋ्(अ,कर२) (ख्ग&घ,)- (अ,क३) (सग,घ,,) 
ि (अ( कर) (खग३घ,)--(अ,क,,) (ख्राइघ,) 
शा (अरश्क ३) (ख श्गं४प५) 7: (अरक ५) (ख,ग३घ,,) 
+(अशक,,) (ख ,गह३ध,,) + (अइक ३) (स/गरघ,.) 
पद (अअ,.) (खगरघ,)+(अ,क्‌,) (स श्ग३घ३) 


३। सिद्ध करो कि 
| ० ९ का, खा, 
२ का. खा, 
आए का खाए 


झ्र, क, ख, ग, घ. 
अर क३ स गर ध३ 
9. 09 9७ आः, का, 
:० ० -० आर का३ खा 
[० ० ० आइ काइ ॥ द 
पहिली ऊध्वाधर तीन पंक्तिश्रो के! लेकर यदि ल्ाप्तेस 
दिन युक्ति ' कनिष्ठ पे 
(। ,90|9०6) की युक्ति. से कनिष्ठफल् का रूप फेलाओं तो स्पष्ट 
है कि जिस पद का गुयक (अ,करख,) यह है उसे छोड़ सब 
पद शल्य होंगे। और (अ/करख,३) इसका ग़ुणक (आ,का खा ३) 
यही होगा | इस प्रकार साधारण से जहां पंक्ति में रम अ्रत्तर 
हो ओर म अक्तर्रों के शन्य-हो ज्ञाने से म' कोष्ठ में शल्य हो तो 


| शक से, 
>> लिर पर आर 











कनिष्ठफल ३७७ 


म श्क्तर की पंक्ति से जो दो कनिष्ठफल द्वोगेडनके शुणनफल 
के तुल्य पद्दिला कनिष्ठफल द्वोगा । 


४ । सिद्ध करो कि द 
थर आगे --क का +- ख खा +- २फ का २+ श्ग र आ+ रह आ का 
र | जहाँ. 
मा आाननमन/- मन, 
न. कान्+नर(-नर, 
० खाज-ग्म'-श्म। 


6 


ञ्र 
ह 
ग 


हैं-+_०० 4 


पं २ 9 ४ 5४ 


५(॥ 
र्फ 
ख 
न 
न 


७ ७ -+ >> 


- ३ | 


५ | जहाँ प्रत्येक पंक्ति में न अक्तर हैं वहाँ पहिली त ऊर्ध्वा 
धर पंक्तिओं के भ्वाड़ी के वश त,त॒तियंक्‌ पंक्तिओं के कनिष्ठ- 
फ्लो के रूप में मुख्य कनिष्ठफल बनाया जायगा उसमे कितने 
पद द्वोगे । 


न में से त,त लेकर लघु कनिष्ठफल बनाने से उनकी संख्या 


पक इन प्रत्येक लघु कनि- 


प्ठफल में पदों की संख्या त! द्दोगी; इसलिये इनमे सब पद 


चनन (न-- ३१) (न- २)--०*-: (न-त+ १) ओर प्रत्येक के पूरक 
लघु कनिष्ठफल में पद संख्या --(न-त) ! इससे ऊपर को 
सब पद की संख्या का गुण देने से 


मुल्य कनिष्ठफल में पदों की संख्या 


न (न सजा १) (न -- २):-* “(न-तन+ १) (न--त)-- »«« हैं 
म्ञ्न |! 


शद्दू व अक्षरों की पंक्ति से भी सिद्ध हो जाता है। 


डे८घ० समीकरख-मी मांसा 


रंट॑--प्रधान घुवाओं के रूप में कनिष्टफल के ले आने 
के लिये चार अक्षर की पंक्ति के कनिष्टफल को अर्थात्‌ 
द द आा क, ख ग. 
अर का ख ग; 
अ३ क३ खा गा, 
अ., के, स॒. गा 

इसे, जहां अ, , क२, ख,, ग& इनके स्थान में आ, का, खा, गा 
है, आ, का, खा ओर इसके परस्पर दो दो इत्यादि के घात के 
रूप में छे श्राना हो तो ऊपर के प्रक्रमों की युक्ति से 


कफ->कफ , +यो र आ+योरआ का +आ का खा गा । 


जहां जितने पदों म॑ प्रधान च्व नहीं हैं उनके योग के 

स्थान में कफ, है और जितने पदों में एक एक प्रधान ध्च 
हैं उनके योग के स्थान में यौर आ, जितने पदों में दो दो प्रधान 
श्रुव हैं उनके योग के स्थान में यो र' आ का है | तीन तीन प्रधान 
भ्रव नहीं आ सकते क्योंकि जद्दां अ,क/स, होगा वहां चौथा 
ग७ सी रहेगा; इसलिये एक स्थान में केवल प्रधान ध्र्तों के 
घात रहेंगे जो कि अन्त पद्‌ में आ का खागा है। अब क फ 
इसका और र,२' इत्यादि गुणक के जानने के लिये पहिले मान : 
लो कि आ, का, खा, गा चारों शुन्य के तुल्य हैं तो 

6 ष्क् श ख्‌ ग, 

अ७ ० स्तर ग२र 
अ. के २ ग.्‌ 

तु के, सं ० 


क्योंकि इसमे प्रधान शव के कोई पद न रहेगे। 


कफ ८ 


कनिष्ठफल इंदरे 


फिर आ के गुणक र के लिये का, खा, गा तीनों का शब्य 


मानों तो लघु कनिष्ठफल की सुक्ति से गुणगक 
|. ७9 ख््‌ ग३ 
क३्‌ ० यह दोगा। 
फुु ख ७ 








इस्री प्रकार का का शुणक आ, खा, या के शुल्य मानने से 
शांत होमा ओर इसी प्रकार खा और गा के भी गुणक आ जा- 
यंगे। र के लिये खा और या का शुन्य मानो तो आ का का 


गुणक र' 
० ग. | 
ख, ० 


इसी प्रकार आ खा, इत्यादि ग्रुणक भी आ जायेंगे । तब 
० क, ख ग, 
अ३ फेइ ० ग३ 
अ के, सं ० 























० ख३/ गर ० ख,ग ० क, ग, 
नैआ।|क३ ० न+का | अ, ० गई ््ष अर ० ग३ 
के स्न्‍ ० . [अ सत, ० अ, क, ० | 
द 8 कर सी 
नगा अर ० ख. | 
है ० गई. ० गे. ० ख- 
आका १|+आखा। * गा।_ 
है । स न गा | + आगा क्‌इ 














+काखा ह । +कागा । न खा गा ५ [7 आकाखामा 
ग्रे 





शेघ२ समीकरण-मीमांसा 


जिस कनिष्ठफल में प्रधान धरव शुन्य हे।तते है उस कनि- 
घ्ठफल को अ्रप्रधान ध्रवक था निरद्ष कद्दते हैं। इस प्रकार 
से यहां जितने आ, का,-----“इत्यादि के गुणक दे सब निरत्त 
कनिष्ठफल है । 
१८६--यदि कनिष्ठफल का रूप एक तियंक्‌ ओर एक 
ऊर्ध्वांधर पं क्तिस्थ घ्रवों में दो दो लेकर उनके शुणन के रूप 
में फैलाना है! तो केवल प्रथम ऊध्चांधघर और प्रथम तियंक्‌ 
पंक्ति के वश से क्रिया दिखला देने से सवत्र काम चत्च 
आायगा क्योंकि किसी ऊर्ष्वांचघर ओर किसी तियक्‌ पंक्ति का 
हटा कर प्रथम ऊर्ध्वांघर और प्रथम तियंक्‌ पंक्ति के स्थान 
में ला सकते हो 
सुमीते के लिये कनिष्ठफल के रूप में प्रथम ऊर्ष्बाधर ओर 
प्रथम तिर्यकपंक्तिस्थ ध्॒वों को दूसरे प्रकार के अक्षरों में 
दिखने से 
अ अझअ के सर *«- 
अ अर के; स **-: 
का! अर के सर 
ख अइ के, स& 
ऐसा हुआ । इसे कफ! कहो ओर अ« सम्बन्धि प्रधान 
प्रथम लघु कनिष्ठफल्न को कफ कहो ता कफ' फेल्लाने से जितने 
पदों में अ, गुयक होगा वे अ, क फ इसके अन्‍्तगत हैं । अब 
जितने पदों में प्रथम ऊर्ध्वाधर शोर तियक्‌ पंक्ति फे एक एक 
भ्रवों के गुगनफल गुणक होगे उनके गुण्यां के जानने के लिये 
मान लो कि श्र »' गुणक का ग़ुण्य ज्ञानना है । १८६ प्रक्रम से 
कल्पना करो कि कफ को फेल्नाने से 


कनिष्ठफल शेघरे 


अ,, फे,, ख /, ००००-८० अ३) के ३, ** *** ** ष्फे शुणक 
आ, , का /, खा ,,**००--*-का३, सा ,****००***- हे । तो स्पष्ठ 
है कि कफ' के विस्तृत रूप में अञ्र' गुणक का जो गुण्य होगा 
बही कफ के विस्तृत रूप में श्र,श्र, का गुएय विपरीत चिन्ह 
का होगा | इसी प्रकार अक गुणक का गुरुय, श्र/क, गुणक्क 
के विपरीत चिन्ह गुणय-का, होगा। इसी प्रकार आगेभी। 
जानना चाहिए । इस पर से यद्द सहज युक्ति उत्पन्न होती है 
कि प्रधान भ्रव श्र, और जिन दो ध्रवों के गुरशंनफल का गुणक 
जानना हो उन दोनों को लेने से देखो छि चछऔोथा धवत्र कौन है 
जिसके लेने से चतुर्भज पूरा हा जाता है तो इसी चोथे ध्व॒ का 
जो गुणक आ , ,का ,,खा “में से हो उसी को विपरीत सचिन 
करने से उन दोनों के गमुणनफल का गुणक होगा। जैसे स्क 
गुणक को जानना है तो भ्र,, ख, क' इन्हे चतुमज के तीन 
कोने पर मानने से ख. को लेने से चतुर्मेज पूरा हो। जाता है 
इसलिये ख., के गुणक का विपरीत चिन्द्र फा करने से - खा 
यह खक'/ का गुणंक होगा । इस प्रकार 
कफ >अ ,कफ -- आ , अञ्र -- का , क्र 5 खा _ खञझर -- **१***** 
-आ,अक -- का , कक -- खा, खक «« ००२ ०९० ००९ *** 
| “-आ अख' “का केख “ खा खख -- >%०० ००० ०»०० ००७ 
इत्यादि-- 


१६०--ऋनिषछ्ठ छल्लों का सड्गलन । 


किसी पंक्ति के प्रत्येक धवकऋ यदि दो खंख्याओं के याग 
रूप में एृथक पृथक किए जायें तो पदिला ऋनिष्ठफल दो अन्य 
कनिष्ठफलों के येग रूप में दो सकता है । द 





इघ्छ समीकरण मीमां 
कल्पना करो कि पद्दिली ऊष्वांधर पंक्ति के ध्रवऊऋ 


अक+आ ,, झ, + आर, आन अ, 
इस रूप के दे तो श्प्द प्रण से... 
क्‍ (अ३+ऊआ २) आ + (अ३+ २) आर 
रा + (आई +- अ ६) आन *** ****००- 
“+ अ,आ, ने अरआर न अ३आ ३ न **९*०* ** चु 
. क्र आर +अर्आर +अइआई न ****** 


चा 
लिन अर कर के अर फे? सै, .... 
अर + अर कर सर .-.-ै_ अर के से... 
। ञ्् न अप कक्ष खा ७ कछ । ञ््र्‌ कप ख़़्‌ >क 





| # 8 + ७ # कफ ३७क » की ता कुक १ ७७० कक ७ १++ ७क ७३कक कक 


इस पर से ऊपर का सिद्धान्त सिंद्ध होता है । 


. यदि दूखरी ऊर्ष्वांधर पंक्ति में भी दो संख्याझो- के योग 
हो तो ऊपर द्वी की युक्ति से पदिले प्रथम ऊच्वांघर पंक्ति के 
वश दो कनिष्ठफल के येग रूप में वास्तव कनिष्ठफल्न का ले 
आशो फिर दखसरी ऊर्ध्वांचर पंक्ति के वश से प्रत्येक कनिष्ठ- 
फल के योग रूप मे ले आओ । इस प्रकार, घास्तव कनिष्ठ- 
फल चार कनिष्ठफलोां के येग रूप में आवेगा | 


जैसे 





झ, +अ | क/+॑का, खए । 
अर आर कर कर सर 
आ३ +ंआ क३ +क ३ सके 


यह १०८७व प्रक्रम के खंकेत से 


कुनिष्टफल शेब् 

(अरकरख)+ (अ/ (कर ख)+ (अशक २ख)+ (आ', कर्खर ), 

इसके तुल्य होगा । द द । 
इसी प्रकार 




















अ,>अ, +अ, के, ख, | : अ, क, ख९ 
अजणाओ २ +ंथअ २ कर खर ्् अर कर खर 
अ३००अ ६ +अ ५ क॥ सं,  आ ३ फे३ सं 
। 80 के खत ! अ/ 0 क. ख. । | 
“कह ३ कर खेर (+| अ २ कर ख | 
अइ के ख३ के ३ क॥३ से| | 


यदि प्रथम ऊर्ध्वाधर पंक्ति में म खयड, दूखरे में न खरड, 
तीसरे में प खएड हाँ तो कनिष्ठफल पनन-प-तुल्य अन्य कनिष्ड- 
फलों के योग रूप में होगा | 

यदि तियंक्‌ पंक्ति में घुवों के कई खरड हो तो तियेक्‌ 
पंक्तिआ्रो के-ऊर्ध्वाधर और ऊर्ध्चाधर पंक्तिओं का तियंक्‌ 
पंक्तिशों में रखकर ऊपर की युक्ति से कनिष्ठफल के अन्य 
कनिष्ठफलों के येन रूप में बता सकते हो |. 

क (६१--यदि एक पंक्तिस्थ श्ुवक कम से स्थिर 
संख्या गुशित सजातीय पंक्तिस्थ श्र॒वों के योग्य 
तुल्य हों तो कनिषछ्ठफल शून्ध के तुल्य होगा। 

जैसे | 


अ, अ, क, 

















मञ्ज , +नक्‌ , रु, के द कु ः के 
मश्च_ +नक, अ२ क२ (जम।अ, अ. क. +न | कए अ कर । 
समझ +नक, अ, के, अ॥ अ३ फे३ क३ आफ ६ 


4 । 


हब समीकरणय-मीमांसा 
यहाँ दहिने पक्त के दोनों कनिष्ठफल १८२ व प्रक्रम से 


शल्य होगे। 
१६२--एक पंक्तिस्थ श्रुवों में कम से स्थिर 


संख्या गरुणित सजातीय पंक्तिस्थ ध्रुवों को जोड़ 
. कर उस पंक्ति के धुव बनाए जाये तो कनिष्ठफल 


; में भेद नहीं पड़ला। 


क्योकि 
अआ के खत, अशऊमक, +नख, क, ख, 
अर फैर खर | नत (अर कऋमक, +चनख> कर खर 
| अं फेइ से 2 अइपीमक३ नीन ख३ क॥ खस॥ 











इसमे दहिना पक्ष तीन कनिष्ठफर्तों के योग तुल्य होगा, 
जिनमे पहिला बाये पक्त के समान और दो १६१ प्रक्रम से शून्य 
के तुल्य होगे । | ्््ि 
डउदाहरण--( १ ) सिद्ध करो कि। 
क+खझ १ 
ख+-+- श्र क १५ (८५-७० 
अककस ६ 
द्वितीय ऊर्ध्वाधर शुवरकों को पदिले ऊर्ध्वांधर भुधकों में 
जोड़ देने से फिर अ+क-+सख समान शुणक निकाल लेने से 
पहिल्ले ऊर्ध्वाधर ओर तीसरे ऊर्ध्चाधर में एक दी भवक होंगे; 


' इसलिये कनिष्ठफल शल्य होगा । 
( २ ) सिद्ध करो कि | 

१२४ 

20 | ञ्र्छे ७. 

5 डर 





इसका मान बताओ। 





कनिष्टफल डे 


पहिले ऊर््वाधर के एक गुणित ध्रवक दूसरे ऊध्वोधर 
घ्रवकों मं ओर चिगरणित तीसरे ऊर्ध्वाधर ध्रवकों में घटा देने 
से द्वितीय और तृतीय ऊर्ष्याधघर के ध्रवक समान होते हैं | 
इसलिये मान शुन्य होगा 


( ३ ) सिद्ध करो कि 























कि हर 
2 $ कह कप 
है ---| २ ० २ 5+ - श१ै ६ 
है है 5 हे ०२०२ का 
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समीकरण मीमांसा 


(६) सिद्ध करो कि 


द्डेप्रद्र 


१ शश शृ्ठ ४! 


॥क्‍ 


हू ७ ६€६' 
बे २० रृशु ४ 


| १२३ 


कफ 


२१६. 


शै३ दे 


इस चोंतीसे यन्त्र 
ओर ऊर्ध्वाधर पंक्तिस्थ ध्रवर्कों को 


। 
| 
। 
] 


पंक्तिस्थ ध्रवयरका में 


घर पं 
देने से 


्य 


हे 
् 


हिली ऊध्व 
जोड 


श्ञड 
2 


न्ज्मप 


_अअन्‍ाब->आधजनफ, 
ंण्णयहहािंकमा, 
कद $ 
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| 


रे हे >> 9 पि 
| ४ ४-७४ | 


७ | सिद्ध करो कि 


'है १-१: 


कर. 


नें ८ 


“+रें४ & १११८ ४| 
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|| 


१२, 











.. कनिष्ठफल 3. 


झ। सिद्ध करो कि 


[१२० श्ए: १ १७ २२ | 
| ४७ १२ २४ ८ ३१६ 2 , 

| श्३े. 6६ रै& रे रुश । पय “* थे प६२०००० 
[१७ ४ १३ २१ ६५ 


& । सिद्ध करो कि 
[० १ है १ [० है. ० ० 
के ० लगे रे |_ १५ ० लगे. .रऐ. 
| १ रुप ये ०: [१ रो यो ->-रऐे “ररे , 
; है ले बू 
का श्‌ ण्ग्ग्ण्स्से ये --ल"गे ' 
| है यो-रो >रोफ 
श्‌ ले क्र 
घट 6 >> रलतरे भरे ॑ करे ले । 
० ये -र' --ल रे न डिश न्‍ 


ः रलरे यो - रत >लरे 

! यर-र--... ले श्र्रे 
८(यिरे-ररे-लरे)र-. ४र ल * 

+यरे--रपे>-लरे न- २रल) (ये -- रपे -- लगे -- २रल) 

से रयिरें--(र२-ल)' | ईयर -(र+ल)7। 

+ (य--र२+ल) (य-+-र२-ल) (य-२- ल) (य+२+ल) क्‍ 

+ -+(य+र+ल) (य+ल-र) (य+र-ल) (र२+ल-य) 


१० । सिद्ध करो कि 


३६० समीकरण-मौमांसा 





रे 
(क +ख) के 
न 
क्पफ्र८ जम क. (८२१(अ-+-क + ख) रै 
|» (अ+क)र 
ऐ ख्र 
फनिष्ठफल के अकख से गुर देने से 
(क+ख)र अरे. अरे 
शअ्रकव - कफ ८| को (ख+आओ)' करे 
खरे खर. (अ+क)* 





. अन्तिम ऊर््वांधर धुवर्कों में घटा देने से 


| (क +- ख) ऐ --अरऐ ० आर | 
झकख - कफ > | ० ख+झअ)-करे करे 
खिर-(अन--क) खरे -- (अ+क)' (अ--क)"| 


(अ+क+ख)(क+ख-झ) ० 
(अ+क +- ख)(ख +- आ-- क) 
| (अने क + ख)(ख-अ-क) (अ+क +ख)(ख - अर -क) 





कन-ख-अआ . ० | अरे 
० ख+अर-क करे 
ख-अ-क ख-अ- क (अर + क) 


(ब्रेक +ख) 





कब>-+-क न सनननन पते अननीनरनगरनगन-रमन- नमन जनम नल कल्‍ 


। का रखर-अ 09 छू ही । 
० खकग्र-क छकोे 
-्रेक “-रेश्व श्यञयक [. 


5 (अ+क+ ख) 





कनिष्ठफल रेड 


|. ३ अ(क+ख-आअ) ० 5 
34 8333 8 ० क(ख+अ-क) को 
न - रअक >रशेग्क रेअक , 
२ ऑअकक) अ' अर | 
घ्य अन 05 सं) |. के रे क(ख +आ) के 
४3 की. ७ शस्श्रक्क | 
| कक अ अ ' 
सरेअऋअनक करन ख) के खके के , 
| ० ० २१ |; 
३ फै+ख. अ 
ब्य रे अफक न्टे ; 
ने शअक[अन+ कर +- ख) कक. ख+अ| 


+ शञअ्रकख (अ+ऊऋक+ख)* 
.. कफ ८ रुअ+ क +ख)* | 
११। सिद्ध करो कि 
५ रौ२ [ ) 
झअ कक ख ' #(कऋ-ख) (ख-आ) (अ-क) (अककक+ख), 
ध्प्र्‌रे क्र खरे । 
१२ । लिछ करो कि 
१५ १५ १३१५ £१ ९ 
ञझ कक ख ग घ 
अरे को खरे गे घर 
श्प्ररें >ज स्डे गा ध्यू रे 
६ *** (ग-घ) (अ+क+ख + ग+घ) 
१३ | खिद्ध करो कि 
(ञग्रक ख। हि 
ख अर क | इसका माय बताओ । 
कूख अर 


! 


4 


८ “(क-ख)(अ-- घ)(ख -अ) 
[ 


(क डर घ) (अ-- क्‌) ००० ००० ००० **०० 


कै 


कफ ८ 





शैड२ समीकरण-मीमां सा 


मान लो कि १ का घनसूल घा,घारे, घार,-१ ये हैं। 
दूसरी ऊर्ध्वांधर को घा से, तीसरी के घा' से गुण कर पहिली 
में जो १८घा* से गुणित है जोड़ देने से 
.. | अ्रधार +कधा+- खघा के खत 
क्रफ - | खघारे --अधवा-+- कया" अर क 
| कधार + खघा+श्रधारे ख अ 


कलम « “>नककपक जब > 2००५ अब क- +« 


अ+कधा+खधा' क खर। 
+>+| घाअ+कधा+खघार) अ क।! 
घा(अफक+कघा+खघारे) क अ्र: 
१ के ख!। 
अर+कधा+खबारे) था श्र कर 
| घारे ख अ! 
| शेकघः कंघारे अ+क+ख अ+क+ख | 
&(अ+कघा+खधार): घा ञ्् - के | 
घारे  ख श्र । 
० अककक+ख अ+क+ख 
* (अ+कघा+खघारे) | था ञः कक |; 
'चारे स्तर श्् । 
| ० १ १! 
 +(अकक+स)अन कवा+खघारे), घा अ क ५ 
'घारे ख् अ' 
ट 8 
ब्(अन+क+ख)(अन-कघवा+खघार) | था अर-क क 
[घारे ख-ञ्र अर 
। घा अ-«“>क! 
प्(अन-क+ख) अर +- कधा + खघा ) 
(अ+- के + ख) (अ+- कथा + खघा ) चार ख-अ| 


४&- (अ+क +- ख) (अ+कघा+ खघा * ) (अ 7 खघा + कचघार) | 
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१७ | सिद्ध करो कि 
थक ख मग। ह 
के अर ग खा कक लक 
कास्ल यार बे का “(अ्र+क+ख+ग)(क+ख-अ 
ग ख के अ | «गो ख+9-क-घ) 


(अ-+- क-ख- घ) 
. श्य६ प्रक्रम का ग्वाँ उदाहरण देखो उसमें -अछूअ। 
यहाँ प्रत्येक गुणक खण्ड निकल आवबंगे । जैसे पहिले 
ऊर्ध्वाधर में दूसरे के। जोड़ तीसरा ओर चौथा घटाओं तो 
अ+क-ख-घ यह गुणक खयड आ जायमा। प्रथम ऊर्वाधिर 
में ओर तीनों का जोड़ देने से अ+क-+ख+ग यद्द गुणक आ 
जायगा। इस प्रकार ओर भी दोनों गुणक आर जायेंगे । 
१६३--कल्िछ फलों का गुणन | 
यदि्‌ 


| अर; के, ग; . आ, का, गा; 
[ 





' अ३ क३ ग३ | इसका और | आर कार गार 
३ फेैड ग३ आ३ फा३ गाए 


2-2० उनन+-क+०म 3.» मन +-क “कक साथत-+-> ->०+क- 


इसका मान फेलाकर बीजगणित की साधारण रीति से 
गुणन करो ओर शुशनफलों के पत्येक पद्‌ को यथोचिंत क्रम 
से रचखों तो गुशनफल 
अ्आ, +क,का, +ग,गा, अश्आ, +क,काइ+ग/यगा२ 
अर्थ, नाकका +ंगरया, अर +करका३ न+ग,गार 
अइआ , +ंकका, +ंगइगा, अआ३ +क कार कंगइगार 
अ्आ३ न ककाइ +गरगा३ | 
अआई न-क का, + गशगा ३ । 
आअइआई + क का ३ + रा गा ३ 


३&७ समोकरखु-मीमांसा 
इसके तुल्य दोगा। 


इस पर से लिद्ध होता है कि गुणग्य ओर गुणक ( जिनके 
अत्येक पंक्ति में भ्रवों की संख्या एक ही हे ) के पत्येक पंक्ति में 
जितने भुवक होगे उतने ही गुणनफल के प्रत्येक पंक्ति में ध्रवक 
होंगे। और गशुरुय गुणक के तुल्य स्थानीय प्रति तियेक्‌ प॑क्ति- 
स्थ भव के शुणन फल के योग के समान गुणन फल के तिरयंक 
पंक्तिस्थ ध्वक दोते हे । अर्थात्‌ शुण्य के प्रथम तियेक्‌ पंक्तिस्थ 
पदहिले झुद्र अ, से गुणक के प्रथम तियंक पंक्तिस्थ पहिले भव 
आ, के, दूखरे घुष क, से दूसरे ध्रव का, को और तीसरे 
व ग, से तीखरे शव गा, के गुर कर ज्ञोड़ देने से गुगनफल 
की पहदिली तिबंक्‌ पंक्ति में पहिला ध्रव दोंगा । गुण्य के पहिली 
तियक्‌ पंक्तिस्थ ध्रवों से शुश॒क के दितीय तियंक पंक्तिख धर्वा 
का क्रम से यथा स्थान शुरु कर जोड़ लेने से गुगनफल में 
पद्दिल्ली तियंक्‌ पंक्ति का द्वितीय भव होगा और ग़ुरुय के उन्हीं 
भ्रुवां से गुणक के तृतीय तियंक पंक्तिस्थ धवों का क्रम से यथा 
स्थान गुण कर जोड़ लेने से गुणनफल मे पददिली तियेक्‌ 
पंक्तिका तीखरा धव दोगा। 


इसी प्रकार मुग॒य के छ्वितीव तियेक्‌ पंक्तिस्थ भध्रवों से यथा 
स्थानक ग़रुशक के प्रति तियंक्‌ प॑ंक्तिसथ भ्रवों को गुयु कर जोड़ 
लेने से ग्रुगनफल में द्वितीय तियंक पंक्तिस्थ क्रम से भ्रव 
द्ोगे । 


इसी प्रकार शुरुष के तृतीय तियंक पंक्तिसथ ध्ावों से 
शुणनफल के तृतीय तियंक पंक्तिस्थ ध्र्बा को बना लेना 
चाहिए । 
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यद्द नियम तीन ध्रुव की पंक्ति में ऊपर के शुणनफल् में 
भत्यक्ष देख पड़ता है परन्तु चाहे पंक्ति में जितने धुत दो सब 
कं लिये ऊपर का छिपम सत्य हो जाता है । 

यहां गुणनफल में प्रत्येक ऊष्वांधर पंक्तिस्थ ध्रुव में तोन 
तीन खराड हैं। इसलिये गुणनफल रूप कनिष्ठफल को १६० वे. 
पक्रम से २७ अन्यकनिष्ट फलों के योग रूप में ला सकते दो | 
१८७ प्रक्रम के ३ उदाहरण में सी दो कनिष्ठ फलों के शुणनफतल 
के तुल्य एक कनिष्ठफत्न आया दे। उदादरण--- 

(१) सिद्ध करो कि 


. अ+उक खन्‍-+उग | श्र-डक्/ खट- उग 
(“>ख+ डग अ-उऊक | >ख' -वर्गा अकठक | 


_| गा-डखा का- था । 
| >का-जआ गा +- उखा 


जदाँ 5८ ६-१, आ ८ कस --क ख + अग -- अं ग, 
का ८ खर्म > खञ + करग - करग, 

खा ८झअकर अंक + खग --ख ग, गा ८ अर +कक +ख ६ + गग | 

जुण्य, गुणक और गसुणनफल का मान फेलाने से यहां 

( थुपु रै न. कु न खो नै गे ) ( घर ने नु- के न खीर नै गे हि ) 
+ (अर +कक + खख + गग )* +(क्ख' -- कख + अग -- अंग) * 
+ (ख्चर - खञ+ करा -- कग) +अकृ- अंक + खर्ग - ख ग) रे 

यही थोत्वर का सिद्धान्त ( +.पा६०8 60767) ) द्दे | इस 


पर से किसी चार संख्या के दो यूथां के वर्ग योग के गुणन- 
फल के चार संज्याओं के वर्ग योग के रूप में ला सकते हैं | 


३८६ समीकरण-मौर्मांसा 
(२) सिद्ध करो कि 


! रकख-अ'रे खरे कर । 
|. खो. श्खञ-करे... अरे ८ (अरे +- करे +ख रे 
|... करे अप २अक-खरे| . -३ अ्रकख) है 


ऊपर के कनिष्ठफल का सहज में जान सकते हो कि 


क््ख, : >अआ सर क न 
क स अ| ओर | -क अर ख | इसके गुणनफल के 
[ख शञ् क| ([-ख क अ तुल्य 


( ३ ) सिद्ध करो कि 


[१०० ० !१अक ख्र॒| 
० ०७ ० (. आ कक. | | ० शग घ॑ | 
| ० ० अ+ क्‌, | |अ कक | | ७ ० अर, क, | 
(१५ अक ख ! द 
७ १ ० ७. ]।, $ ५8 
5: | | 
हि 80 आए खो को ( १८७ वां प्रक्रम देखो ) 
४ के आक के, 


१६४। यदि ऊध्योधर और सीय क पंक्ति समान 
न हों तो ऐसे धवकस्थिति को आयताकृति 
कहते हें। 


ये ध्रुव स्वयं तो काई परिच्छिन्न फल्न नहीं उत्पन्न करते 
परन्तु दे! आयताकृति ध्वकों के १७३ वे प्रक्रम की युंक्ति से 
पनफल से एक कनिष्ठफल्न उत्पन्न कर सकते हैं और उसका- 
मान इस प्रकार जान सकते हैँ। कल्पना करो कि क्‍ 
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अ, क, ख, ग, | (१) आ, का, खा; गा: | ...(२) 


ये दो आयताकार घुवक हैं| १८३ थे पक्रम की युक्ति से 
इनके गुण न से कनिष्ठ फल 
'अ,आ, +क,का,+ख,खा, +ग,गा, 
अरआ , +क.का, +खरखा, +गरगा 
अशआर ऊंक/कार +खखार क+ंग/गार | 
अ्झार +करका३ +खसरखार ऊंगरगार | 
यह द्वोगा जिसका मान स्पष्ट है कि अन्य ऋनिष्ठों के योग 
रूप मे 
. (अशक>) (आरका२)--(अ,ख,) (आ/खा२)+(अ,य२) (आ,गार) 
#(कख,)(का _खा)+(क,ग०) (का ,गा)--(ख २) खा ,गा ) 
यह द्वोगा । अर्थात्‌ तियेक्‌ पंक्ति के समान ऊव्वाधर पक्ति 
केा छेकर यथा स्थानक दोनों आयताकार श्ञवां के वश जितने 
संसाव्य एक एक कनिष्ठफ़ल् दो उनके शुणनफल के योग के 
खमान ऊपर का कनिष्ठफल होगा । “ 
४६४--ऊपर ते वद्द स्थिति दिखलाई गई दे जिसमें 
तिर्यक पंक्ति की संख्या ऊर्ध्वाधर पंक्ति की खंख्या से अल्प है 
अरब वद्द स्थिति दिखलाते हैं जिसमे ऊल्बाँधर दी तियकू से 
अह्प है। इसमें १६३ वे प्रक्रम की युक्ति से गुणनफल रूप 
कनिष्ठफल श॒ुन्य के तुल्य द्वोगा क्योंकि यदि 


- आर (१) आर (२) 
इन पर से गुणनफल रुप ऋनिष्ठफल 


शेडद्ट सर्मीकरण-मीमासा 


द अर, +करका, अरआर +करका३ अरआई न-करका३ 
अजजआा | +कइका, अजआर क+ंकैसकार अइआ३ न का | 
यद्द होगा जो स्पष्ट है कि १६३ व॑ प्र० की युक्ति से 
० अ क, | (० आ, का 
छ 22 कक ७ आ२ का 
इसके तुल्य हागा। 
यद्द ता दे! तियेक्‌ ओर दे। ऊर्ध्वांधर आयता में दिखलाया 
गया है | परन्तु इसी प्रकार स्वेत्र सिद्ध कर सकते है। कि 
ऊर्ष्वांचर से यदि तियंक्‌ अल्प हो। ते १६७ व॑ पक्रम की स्थिति 
होगी ओर यदि ऊर्ध्वाधर तियंक्‌ पंक्ति की संख्या से अल्प हो। 
ते गुणनफल रूप कनिष्ठफल सर्वदा शुन्य दोगा । 
उदाहरण-- १॥ क्‍ 
१ १५ १ १५ १२ १ ही 
अ क ख | (५) अर के ख (0 
इन आयतस्थ भ्ुवों से सिद्ध करो कि 
डरे श्र ब्ु ष्फ भू च््घं का ह- पु 
््््ि +- (क--खत) 





ध्ध्य्ज 











ब््‌॥ 


अ क खत 
झा का सा [7 ( 


इनसे सिद्ध करो कि... 


कब कक 


- स्त खबरे अर ( 
खा >श्का. अर | हक 
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४(अख - क *)(अख' - क )-- (अर + अख-- रकक 
उ्5७(कस -- क ख)(अक/-- अ'क) - [अन्च! - अख) * 
३। खिद्ध करो कि 
ञझ क ख ॥ 
आर का ख 
इसके इससी से १४३ प्र० की युक्ति से गुण से एक 
(अरे करे खरे) (अप + करे + खा! * )5८(अञअ + कक + खख्र ) है 
+ (क्र - खक) * + (स्व - खा) * + (अक' - अर क) हे 
ऐसा समीकरण बन सकता है। 
४। सिद्ध करो कि 
(झा कर) (श- कर) (झ-+क३) (अर “ कर) | 
(आर -क+३) (आर “कर, (अश्के३) सिरणा59 8 
(अ३ 7 क३) (अ३“र्फे३) (लइ ऋ३) ि३ “क9) क 
(अ४ बा (अं “कर (आ “ के) श् “के । 


छर, आऔ रे १५ -रेक, के 
झर अर र (१) 3 अब 3 कह आप (२) 
अप अ॥३ रै ३१ >-श्क३ फेर, ' 
आर, आ रैं १५ >रेक,, के, 





१६६--एक चाल अनेक वर्ण समीकरण में क 
छफल से अव्यक्त मानानथन । 
८८वें प्रक्रम में दिखला चुके हैँ कि 


कफ रूअ /आ, +अआर +न अइ आह न १: "इत्यादि 
जहां आ, ,आ२; इत्यादि अ, अर, 77 ऊरध्वाधर पंक्तिस्थ 


शुवों के अतिरिक्त और ऊर्ध्याधर पंक्ति धभुत्री के चश स्ते 
डत्पन्न हुए हैं । 


8०० समोक्रयण-मी मांसा 


यदि अ ,,अ, ,अु३ इत्यादि क्रम से क,,क.,क, इत्यादि के 
तुल्य द्वो ता श्ग्ण्व प्र॒क्म से कनिष्ठफल शून्य होगा; इसलिये 
ऊपर के मान मे उत्थापन देने से 
कफ + क /आ, +कआ, +कइआई +- इत्यादि ० 
इसी प्रकार ख,आ, +खू,आ, +खआ३ + इत्यादि ८० 
इसी प्रकार आगे सी जानना चाहिए | अब इसके बल्त से 
एक घात अनेक वस्स सपम्तीकरण मे अच्यक्त मान इचश्च प्रकार 
हझान सकते हैं | मान तो कि । 


अशय+क,रक+ख,ल नन्‍म,--: “**“** (१) 
अज््य +ककर्रन+-ख़ल॒ >म३**-*--------(२) 
अह्य+कश्रन-खल मा ---*-------(३) 
ये दिए हुए समीकरण हैं । इतके गुणक अ,, अ,,------३ 
के कल ललरलरे5 इत्यादि के ध्रवक मान पिछले प्रक्रमों से 
आ,,आ, ,-- -*- इत्यादि के मान जानकर (१) समीकरण के 
आ,/ से, (२) को आ, से ओर (३) के आ३ से गुण कर जोड 
ख्ल्ल सं 


झिलझ्ा। न अरआार +अ३आइ)य+(क आए +करआर +क॥ झा, )र 
+(खआ, +ख,आ, + खआ, )ल 
नफफय +म,आ, +म/्आा, +-मइआ द 
ने मे३ कै? सर | 
अशखसा प्रकार 
(कशका,+करऊफा३ न क/का,)गनन्‍-म,का, + मश्कार +- म का, 


| 
कफ्र न अर से, ख३ : 
| 


ओर 
झ, फे, म, । 
कफ्लनन | अर कई मर 
६.१ 
अथातू 


कफ-य उन (मंशकरख३) 

कफ-र रा (अश्मर्ख३) 

कफ-ल ++ (अशकरम३) क्‍ 

इसी प्रकार साधारण से जहाँ य, र, ल, व, श, ष--०*८६-*« 
झअब्यक्त है तहाँ 


3 23 455 2 मद: आम 35 का कमल 
(आ,करख, ठ्त) (अ,कस्ख,--**** ट्ज्) 
न 5 इयर य्य) इत्यादि ह 


( संकेत के लिये १८७ वां प्रक्रम देखो ) . 
१६७--इसी प्रकार एक घात अनेक वर्ण समीकरण से 
ह्ष्टां न शाध्यक्त हो ओर समीकरण २- १ इतने ही हो अत 


जक्षरे क ॥ 


अ,यन+फक,र--च, चल नू-य,च<८० ( 
अजयक+कर॑+खंलन-ग,.वच ० 2४ ***** (१) 
 अय+क,२+ख,लनकगवन ० 


थी 7 
्‌ 


 छऋछ 2 समीकररा-मीर्माला 


यहाँ अज्ञात बर्णो चार ओर समीकरण तोन ही हैं तेः 
ऋण्पना करा कि एक चोथा समीकरण 
४|ं पा के रे + खेल -+-ग, व उ-०००-: हि तक (२) 
ऐसा है जहां अ, ,क,,,-----,४ केाई कल्पित संख्याय हैं | 
(१) के नीचे (२) इसे भी मिलता देने से १६६वें प्रक्म की युक्ति 
छेंम,ज्म/ज्म३ ० मानने से और म, ८ 
कफन्य ८ ३-आ ५, कफ-र > उनका, कफ-ल # उन्खा 
कफ-व ८ उगा ६ 
अथवा 
सं नर तल थे ड्‌ 
न का न न मन क्ज हल न कल मम कक (३) 
ऊपर के तीना समकीरण तीन दिए खसमीकरणों में जो 
अव्यक्त के गुशक दे उनके रूप में अव्यक्तों की निष्पतक्ति दिख- 
काते हें । 
यदि मान से कि ३० तो (३) से 
छऋफनथय +>उन्चा , 5८ ० .., कफ ८८ हि 
(३) से जो अव्यक्त मान आते हैं उनका (२) में उत्थापक 
अआंकठन- क (का उ-- ख, खा उ+ ग, गाउ ८ उन्‍कफ 
आए अभआ +क का, +ख, खा, +ग, गा, ८ कफऊ ० 
इस यर से यह सिद्ध होता है कि 
ग्रादि न बणों से न समीकरण बने जिसमें दहिना 


पत्र शून्य के तुल्य हों तो १६६वें प्रकम की यक्ति 








>ढ 
ही 


: ऋऋषिष्ठफलस ७8०३ 


से अव्यक्तसों के गुणकों से जो कनिष्ठफल होगा वह 


शुन्ध के तुल्य होगा । 
१६७--हरात्मक वा उत्कम्त कनिष्ठफल । 
श्झदिव प्रक्रम में आ,,का,,खा, ---- आ,का२,खा,,*-*** 


इतस्मालि उा दिखला आए दे उन्हें उत्कम भव कहते दे। उत्कम 
अवबा से जा कनिष्ठफल उत्पन्न हाता हे उसे हरात्मक वा 
उत्कम कनिश्नफल कहते है। कनिश्चफल और उत्कम कनिष्ठ- 
फल के दश से भी अनेक चमत्कत सिद्धान्त उत्पन्न होते हे ! 

जैसे उत्कम कनिष्चफल के गकफ कहो तो 
(१) | अ३ कफ? स , 'आ,; फका/ खा, 
कफ: अर के ख३ | उकफ-: आ३ का, खाए 
 . अ३ के, खा | . आई का॥ खा, 


७-०५ -++० ७०० >क-बल+-७०-५+-००२+ “कफ का 


१६३४वं ग्रक्रम की युक्ति से इन दोनो का गुशनफल करो तो 


' कफ ० ०» । 
कर-उकफक् --. ०» ऋफ ० वनकंफ 
|! ७ ० कफ ,; 
इस्सल्िये उकफ --कफ | 
यह तो तौन अन्चरों की पंक्ति पर से लाघव के लिये दिख- 
लाया है । इसी प्रकार सर्वत्र चाहे पंक्ति में झितते अक्षर हो 


सिद्ध होता है कि 


दिए हुए कनिशछफल के १-१ घाल के तुल्य 
लत्कम कनिष्ठफल होता हैे।.. 


४८४ समीकरख-मीमांसा 

( २ ) उत्कम कनिष्टफन्न के काई लघु कनिष्चधफल को अपने 
मुख्य कनिष्ठफल सस्बन्धी धुवों के रूप में ले आने के लिये 
चार अन्तर की पंक्ति के लेने से | 


| अर १ ३ खजे, गे न ३ ७० । ७ 


| । तर, हा | 6 | 
(अर कए सर ग३ आ, का सा+ गा, __ अर कफ ० ०! 
। औ३ फैड खंड गई आए का३ खाइ गा, अ३ ० कफ ० 
| क, ख, ग, | आ, का, खा, गा, (झ, ० ०» कफ 





इसलिये क्‍ 
का, खा, गा, ' 
कफ | का, खा, गाह३ ज-अशकफरप | 
््््ि ह | 
का, खाई गा, | 
वा (कारखाजया,)--श्र,कफरे | 
इस झकार उकफ में आ; का पूरक जो प्रथम लघु कनिष्ठ- 
फल है धद्द आ गया। दूसरा लघु कनिष्ठफल (१८७ प्र० देख्ों) 








निकालना दो तो ऊपर की युक्ति से 

(अ/ के ख ग। | । ९६ ७. ७ ७ | अ, फे,. ० ७ । 
0 है. म ही 28 अए केश ० ०; 
(झे६ के ख॥ ग३ | | आइए का॥ खाह गा, अह कह कफ ७ | 
। अआ के, ख, ग, | |आ, का, खा गा, अ, के, ० कफ | 
इसलिये 

पड 5 (सा भा अ, क, | 
| हे आवक | आआ.. कक 


कनिष्ठफक ४०भूं 
अर्थात्‌ (सा गा.) -- (अ,क,) कफ | 
इस पर से सामान्यतः यह क्रिया उत्पन्न होती है;-- 
क्रम कनिष्ठफल का म संख्यक लघ करनमिष्ठ- 
फल, मसुरूय कनिष्ठफल के म-१ घात से गणित 
जो सुख्य कनिष्ठफल के म संख्यक लघ कनिश्- 
फल का परक हो उसके तुल्य होता है। 
जैसे ऊपर के उदाहरण में यदि पंक्ति में पांचर्यां एऋ 
अच्तर घ और घा और बढ़ जाता तो 
(स्ागा,वा, )-( अ,क३ )कफरे | 
यदि मुख्य कनिपष्ठफल शून्य हो तो ऊपर की क्रिया सत्र 
स्पष्ट है कि उत्कम कनिष्ठफल और इलके सब लघु कनिष्ठ 
फत्त शुन्य होगे | इस पर से यह भी सिद्ध होता है कि 
यदि कोई कनिष्ठफपल शन्‍न्य हो तो इसके और 
इसके उत्क्म कनिष्ठफल के यथा स्थानक पंक्तिओं 
के भुवकों में समान निष्पत्ति होगी। ्््ि 
१६६--सम्बद्ध भ्रव--उत्संख्यक तियक पंक्ति में य.- 
त्खंख्यक भर व है तत्संख्यक ऊर्ध्वाचधर पंक्ति के तत्संण्यक प्रव 
का लो तो इन दोनों धभ्रवों में एक दूखरे का संबद्ध भत्र . 
कहाता हे | जेसे चार श्रक्तर की पंक्ति में तीखरी पंक्ति का 


चोथा भधरव ग, ओर तीसरी ऊध्वांधर पंक्ति का चौथा प्राव 
स, ये दोनों परस्पर संयद्ध ध्रव कहें जाते हें। ये जिस वर्ग- 


४०६ समीकरण-मोमांसा 


क्षेत्र के दो कोने पर हैं उनसे अन्य दोनों कोनों पर गई हुई 
करणुरंखा से विरुद्ध दिशा में दोनों तुल्य अन्तर पर रहते हैं । 
परन्तु ये कण॒यधान पकवक कर के खण्ड ही होगे; इसलिये 
यह की कह सकते हो कि ये दोनों प्रधान कण से फिरुद्ध 
दिशा में तुल्य अन्तर पर रहते हैं द कक 
संद्रर कनिष्ठफल---अत्येद दो दो संबद्ध झत्र जहाँ 
आपस मे तुल्य होते हैँ उसे तद्रप कनिष्ठफ्ल कहते हैं । 

(१) दोना खंबद्ध ध्रुवों के पूरक जो प्रथम लघु कनिष्ठ- 
फल होगे दे आपल मे तुल्य होंगे। क्योंकि प्रथम भ्रत को 
प्रधान स्थान में ले जाने के लिये ऊँ बार तियंक और ऊर्ण्चा- 
धर पंक्तिश्ो के हृदाना पड़ेगा उतने ही बार दूखरे धद का 
प्रधान स्थान में ले जाने के लिये हटाना पड़ेगा। था दोतों को 
भधान स्थान में ले आने क॑ लिये तियंक और ऊर्ध्चाधर पंक्ति 
जो का एक ही परिचत्तंन' होगा। 


(२) तद्॒प कनिष्ठ फल में स्पष्ट है कि प्रधान लघु कनिष्ठ- 
फल भी सब तद्रप कनिष्ठफत होगे क्योंकि प्रधान स्थान अ, 
से जितने अक्षर ऊर्ष्चांधघर ओर तियंक में ल्वेकर वर्ग बनाआंगे 
उसके पूरक में अवशिष्ट संबद्ध ध्रव जो कि आपस में तटप 
हैँ, रहंगे | 

(३) (१) से यह भी सिद्ध होता है कि संबद्ध प्रत्ों के 
पूरक धथम ऋनिष्ठफत्र के तुल्य होने से उत्क्रम कनिष्ठफल 
में भी तत्स्वानीय झुव तुल्य होंगे क्योंकि जो पूरक है वह्दी 
उत्क्म में तत्स्थानोय छव होते हैं; इसलिये उत्कम कनिष्टफल 
भी एक तद्प कनिष्ठफल द्ोगा | हर 


कनिष्टफल छल्क ; 


उदाहरण 
१्‌। 'झ ह ग। 
कफ: हू के फ!' 
|ग फ ख 


इसके उत्कम कनिष्ठफज्ञ का मान बताओ | 

श्य७व प्रक्तम में जो आ, , आ, २०००-०० हैं उनके स्थान में 
यहां लघु अ्रत्तर संबन्धी उनके मान कऋम से आदहायगाफा 
इत्यादि मानों तो १८७ प्रक्रम से 

फाफ + अआअथा + हहां + गया < हद्ढा +- कका + फका >> गया +फफका 
+- खखा; इस लिये उत्कम में आ, दा, या, दा, का, फा, या, फा, खा ये 


आुब हुए तब क्‍ क्‍ 
झा हा मा. कख-फर फय-खइह हफ- का 
च्कफ - हा का फा । वउझड फ्ा >->खह खश्न -गरे गह -अऊः 
। | था फा सा हफ-कम गह-अफ अक+- हे ल्‍ 
२। इसी प्रकार, रेप प्रक्रम से और (१) उदारण के 
सड़ेत 
| ञ्र्ह थ त 
| ह क म। ै 
बड़ व हे / >अआ+हहा+यगा+तता .. 
ग फुख न +>  हहानकका+फफा+ऊ ममा, 


त॒ मनमग '- इत्यादि 

अब आ, हा, इत्यादि पर से इसके उत्कम का सान निरकाल् 
लो | इस कनिष्ठफल का मान १६४० प्रक्रंम की युक्ति सटे 
अन्तिम ऊचध्चांचर और तियंक पंक्तिस्थ दो दो धरा के 
शुणनफल के रूप में ले आश्ो तो द 


छ०द८ खमीकर ण-मीमांसा 


* ६ 


बा । 


के के (>आत्ती - काम * - खान है -- श्फामन 
कफ खत - रेमानत--रहातम | 
..._ ह३। दूसरे उदादरण में अन्त में एक ऊर्ध्वाधर पंक्ति और 
उन्हीं अतारों के यथा स्थानक निवेश से एक तियक्‌ पंक्ति 
आरब बढ़ा दो तो स्पष्ट है कि पंक्ति में एक अक्षर बढ़ जाने से 
जो कनिष्ठफल द्वोगा वह भी तद्॒प कनिष्ठफल ही होगा । 

_ इसलिये १६० प्रक्रम की युक्ति और (२) डद्ाहरण के 
ऋड़त से 


कफ >ग 


4 ०] ४ 


। 
। 
! 





ढू गत अ' | | 

क फू मे हु । 

के खे न गे |“ आअ गे -- काह  -.. खाग * 

म न ग्रत' >-गांत 
है गा ता ० --रफाहरग - रेगागअ/ -- रहाआह 





“ रेताअग' -- रमाहत' - शनाग/त' 

४। सिद्ध करो कि किसो प्रधान भुव का संबद्ध घुव वही 
अधान भव हे । ड़ 

४ | सिद्ध करो के कनिश्ठफल का वर्ग एक तद्य कनिष्ठ- 
फल द्ोगा । द ह 

२०१--विजातीय तद्रुप कनिष्ठफल और वि- 
जातीय कनिष्ठफल--. 

यदि तद्प कनिष्ठफल म॑ प्रत्यक भव अपने संबद्ध घुक 
के संख्यात्मक मान में तुल्य और विपरीत बिन्द के हों ता. 
इस चचिजाती य तद्रप कनिष्ठफल कटद्दते हैं। किसी प्रधान का 


कनिष्ठफक् छ्ण्द 


का संबद्ध ध्रव वही प्रधान घत्र दोता है; इसलिये वद्द जब तक 
शून्य न हो तब तक उसी संख्या के तुल्य ओर विपरीत चिन्ह 
का केसे हो सकता है; इसलिये विज्ञातीय तद॒प कनिष्ठफल 
में सब प्रधान धव शून्य दोगे | इसलिये विज्ञातीय तद् प कनिष्ठ- 
फल को निरज्ञ कनिष्ठफल कद्द सकते हैं ( १८३ प्र० देखो ) 


जिस कनिष्ठफल में प्रधान धरवों को छोड़ कर ओर घत्येक 
शव अपने संबद्ध घव के संख्यात्मक मान के तुल्य ओर 
विपरीत चिन्ह के दोते है उसे विज्ञातीय कनिष्ठफल कद्दत हैं ॥ 


१८७ वे प्रक्रम की युक्ति से किखी विज्ञातोय कनिष्ठफल 
के मान का विजातीय तद॒प कनिषब्ठफलों के योग रूप में जान 
सकते हो । इसलिये घिज्ञातीय तद्रप कनिष्ठफतल के विषय 
मे कुछ विशेष दिखलाते हें । 


(१) जिस विजातीय तद्॒प कनिष्ठफल में ऊध्वांचर वाः 
सतियंक पंक्ति विषम होती है उसका मान शुन्य के तुल्य॑ 
दोता है 

क्योंकि किसी विज्ञातीय तद॒प कनिशष्टफल में यदि ऊर्ध्चा- 
चर के तियक ओर तिवक पक्तिआ को ऊध्वोधर रूप में 
बदल दें ओर प्रत्येक तिर्यक पंक्ति के चिन्ह को बदल दे 
तो उसके मान में कुछ भेद न होगा अथांत्‌ फिर प्रत्येक 
पंक्ति में चिन्ह समेत अक्तर ज्यों के त्यो रहेगे। परन्तु विषम 
अत्तरों के चिन्द्र बदल देने से अब तो इन अक्तरों से पद बनेंगे 
पहिले पद से विपरीत चिन्ह के होगे: इसलिये 

कफ -+ +- कफ . . ३२ कृफ ८: 9 
अर्थात्‌ कफ 5 ० । जैसे 
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७ क््‌ >> 
कफ स्॑य . | ब्ण% सिर... 6 सतह 6 
न्न्न्प्न | 08 








(२) विज्ञातीय तद्रए कनिष्ठफल का उत्क्म कमनिष्ठफल 
झुक विज्ञातीय तद्रप कनिष्ठफल होना । यदि पंक्ति सम अर्थात्‌ 
प्रत्येक पंक्ति मे सम दर हो और यदि विषम दखणें हो तो एक 
सद्प कनिष्ठफल होगा क्योंकि किसी विज्ञांतीय तद्॒प कनिष्ठ- 
'फल के एक जोडे संबद्ध ध्रव के लघ कनिष्ठफलों के चिन्ह में 
चही भेद दोगा जो कि तियक और ऊर्धष्चांचर पक्तिक्ा के 
परिवत्तन ओर सब क्रवों के चिन्दों में होगा | इसलिये यदि 
लघु कनिष्ठफलों में सम पंक्ति अर्थात्‌ मुख्य विजातीय तद्रप 
में विषमाक्षर स्थिति दो तो वे दोनों तुल्य होंगे और वे हो 
दोनों तत्थानीय उत्कम ऋनिष्ठफल में घव होगे; इसलिये 
लउत्कम कनिष्ठफल पक तद्प : कनिष्ठफल होगा। ओर यदि 
मुख्य विजञातीय तद्प ऋनिछ्ठफल में समाक्षर की स्थिति हो 

तो दोनों लघु कनिष्ठफच संख्या समान और विपरीत 
चिन्ह के दोंगे; इसलिये उत्क्रम कनिष्ठफल भी एक विज्ञातीय 
'सद्रवप कनिष्ठफल दोगा जिखके कशणगत प्रधान भ्रद सब 
पिषम्राचक्षर सस्बन्धी विजातीय तद्रप कनिष्ठफल होगे । 

( हे ) समाच्वर सम्बन्धी विजातीय तद्र॒प कनिष्ठफल एुऋ 
'चशु संख्या होगी अ्थांत्‌ जिसका पूरा पूरा वर्ग मूल मिलेगा | 
जैसे चार अन्तर सम्बन्धी विजातोय तद्॒प कनिष्ठफल में 





कनिष्ठफ्ल छ्श्श्‌ 


इसमें मान लो कि उत्क्रम कनिष्ठकल के भव मान भा, , 
का | -*- “० “आ+ इत्यादि हैं तो १४७ प्रक्रम के (२) से 


मो 


>फपकफ 


था का, -आ;का , + कफ कर & | 








परन्तु आ, ओर कार के विषताक्षर सम्बन्धी जिज्रातीय 
-तदव कनिष्ठफज्ञ होने के कारण शल्य होने से और आर ओर 
का, के एक विज्ञातीय तद्॒ पर ऋनिष्ठफल में परस्पर सस्वद्ध 
भ्रुव द्वोने से आ का २--आरका २ द 

नू० “आर ८ “आर 

लो 

ल्फप कफ 

हखलिये कफ एकऋ पूरो वर्ग संख्या हुई। इलों प्रकार 

समाक्षर स्थिति के विज्ञाताय तद्रप कऋतिष्ठफन जो कि अमों 
'घर्ग संख्या सिद्ध हुआ है उसका ओर सुख्य ऋनिष्ठक्त्र का 
'आात चर्ग संख्या सिद्ध होगा अर्थात्‌ छ अ्रच्तर खम्बन्यो 
'विज्ञातीय तद्रव कनिष्ठफल सो पूरा पूरा वर्ग सिद्ध दोगा। 
'इसी प्रकार आगे सब समात्षर सस्बन्धों त्रिज्ञातोष तदप 


कनिष्ठफल्न पूरे पूरे होते जायंगे | 
उदाहरण 


व | । यू शअशआ ष््तख् | 
| >»अ य गषधष 
«पे «रे यफ 


। 
| 
। 
कु 
[| 
| 
। 
# 
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इसको य की घात वृद्धि में ले आश्रो । १८७ प्रक्रम से ओर 
२०१ प्रक्रम फे (१) से द रो 
कफ -+( अफ - कख + खग ) + (अरपे+करे + खरे +गरे +. 

. घर+फरे ) ये +य* 

२ । खिद्ध करो कि 
| तञ्रा श्र कः स्वर 

। बाजी । का घ द्ध 
। 
। 


जज 


| 
| 
| 
द | 
“>फे >थ खा छा 
“>खस >ड >छ गा 


अई 4 ॥ 


“ग >च -ज -भकृषचा' 
“>जआञकागाघाऊयो करे आ का गा+ यो ( घर-- क्य + चछ )आ' 


.._ । दो दो ऊर्ध्वांचर पंक्तिओं के बदल देने से झौर पका-- 
न्तर दो ऊर्ध्वांघर पंक्तिख ध्रुवों को -२ से गुण देने से 
अ, के, ख, सर | 
अर कर स. गए | 
। अ३ के॥ स गे : 

(अ, क, स, ग, | 
“के अ,>ग, स् ; 
“फे/ अर ->ग, ख 
“के अ. “थे, सु 
“कैं, अ,-“>ग, सर 


९ल्‍०००००-क/ के ोतत- कक: कक 7- के 29६-०००५०४०७ कक +*८ 


न्‍न कफ क्‍ 
«- इन दोनों के शुणनफल से 


डेर्३े 


कमिष्ठ फल 


| & फ् +.. धिशंक हर 
फीड +.. ६४... छेफ -+ मन 0५983)2]9 (४५2६ 


है &४58| ४38 % 22]।०3॥ '।७ “५ ' *॥& 
| ॥89॥2) ॥2५23४)५ ५४२४ ।५% ।9५9५॥४॥५ 35४ ॥2(|208] ॥2) 


0 बीत फन 
छि ० 4“ बा 
$ ० ।8 
| है (९५७ ॥॥8 ॥१ 03 ४३ ॥9५५292) ४ 
8]2।%8 6] ४) ॥% ॥४४ फ ॥25०5।३]% 09%] ५] 8 ॥28 8:98) 8 3४ छत 


४५ (१॥९७)+ (१४१६) (१॥ ३ ७) 4 (9९%) '((१॥* ७) + ("५ 8) द 
(४ ७)-(१४४७)-.._ ९ (' ७) + (१७३४) (१७१४) + (१७१४७) 
(१४९७) - (*क 8) - (१॥९७) - (४8)... ० (१9) + (७६) | 
(१) ७) - (१७ ४)“ (९७ ४) -- (१७ ४8) क “(९)६ ७) -- (९) +५ 89 अर 


अख 
-अझक 


कक ने 


- कस 
“अंक 


8. ॥% 
| 


.अक>न- स्‍->फनभती+ 2 यथत-ंअलककानक-क्रीक - वत- के 


ड्िं 
ध 


कप | 


है 
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१ +-क ञ्् 
न खरे -- २ के नन्‍नअ', 
| है >के “>॑ञ्र| 


पं | आर अन्तर खम्बन्धी पंक्ति के विज्ञातीय तद्रप कनि- 
घ्ठफल के उत्कम कनिष्ठफल का मान बताओ। 


(१) उदाहरण में य--० तो विज्ञातीय तद्॒प करिष्ठफल- 


ड्ो जायगा | 
उसमें कफ >( अफ- कस + खग ) है 
न््यरे तो 
७ फष -घष शत । 
शा .. “-फष ० खष “कष , 
क्रम कनिष्ठफल - .. घर >खब ० अप 
ही ; “पा फैंस अप 9 । 


| 

२०३ । यदि कोई कनिब्ठफल का मान शुन्‍्य हो और 
उसमे भाटे के ऐसा तियंक ओर ऊर्ध्वांचघर रूप जैसे अ०, अ' 
कु, सह”, हर ७००००» पप क्यू स्व! जश्ी.....० आर चर जोड़ दिए । 
जांय जिससे प्रत्येक पंक्ति मं एक अकद्चर के बह जाने से एका- 
घिकाध्तर पंक्ति का एक नया कनिष्ठफल बन जाय तो इस नये 
कन्ष्दिफ्ल (>कफ' ) ओर प्रथम कनिष्ठफल ( > कफ ) के 
प्रथम अधान प्व के वश से जो प्रथम प्रधान कछु कनिष्ठफतल 
आ, द्वागा उनका जुशश!नफल अथात 


आा कफ यहू - (आ,अ्र+का कर्न-खा, खत कन- न ) 
( आ,आ +-आ, का +- आ, ख  +- है, 


आल 


ऋणनिप्ठफल ... ४९४७३ 


.. इसके तुढ्य होगा । आर, का (५, खा, | आ२, आ३) पहिले 
कनिष्ठफल सम्बन्धी की संख्याय दें जो कि १८वें प्रक्रम में दे । 

यह ऊपर की बात २८६ वे प्रक्रम के (२) से सद्ज में: 
सिद्ध दोती है । यदि कफ' के उत्कम कनिष्ठफ्ल में अ०, अभश्र ,.. 
अ, सम्बन्धी जो चार ध्रुवक हैं इनसे जो दो अक्षर की पंक्ति 
के कानिप्ठफल होंगे उसे प्रथम दिए हुए कनिष्ठफल्न के श्ुवा 
के रूप में ले आओ ! 

यदि दिया हुआ कनिप्नफल्ल जिसका मान तद॒प कनिष्ठ: 
कल दो और दोनों ओर अन्चर्रों के जोड़ने ले नया भी एऋ 
तड़प कनिछफल हो तो ऊपर के समीकरण में दाहिनोी आर 
के दोनों शुयण गुगक रूप खशणड़ के तुल्य होच स एक वा" 
राशि उत्पन्न दोगी 

इस पर से यह सिद्ध होता दे कि छसे नथ लद़पः 


कमनिश्ठफल का उसके दूसरे प्रथम लघु कनिशष्ठफल 

शुण दे तो गुणनफल जोड़े हुए अक्तरों स 
बना हुआ जो घातिकफल होगा उसके वर्गोत्मक 
संख्या के समान विपरीत चिन्ह का होगा। 
प्रथात्‌ ऐसी स्थिति में नया तद्प कनिषछठकूल 
ओर उसका प्रधान दूसरा लघ कनिष्ठफल विरूद्ध 


चिन्ह के होंगे 
उदाहरण 


१ [ खिद्ध कशो कि पञ्चाक्तर पंक्ति के विज्ञातीय तदप- 
ऋनिष्ठफल का उत्कम कनिश्चफल 


33 
2: 
70 8। 
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श 


फफ, फोर, फरफ३ फ.फ, 


२ 
' शहरी३र फिडफीर फि ३ फ३फ, 


। 
! 
'यह द्वागा । 


फफ, फफ, फ,फ३ फ', 
फ,फ, फ,फर फ..फ फ,फ, 


फ,फ,, 
फरफ, 
फ ड्ड फ़््‌ 
फशफ, 
फ्‌ 


जहां फ., फ२, फ३, फ५ ओर फ, धरवों के द्विघात के फल 
हैं और जिलके वर्य क्रम से पांचों प्रधान भव संबन्धी पूरक 
-अथम लघु करनिष्ठफल है । २०२वें प्रक्रम का अन्तिम उदा- 
“-हरण देखो | 

* | सिद्ध करो कि 


न (अगर / न व 











श्र क्र ख' 
6 स््चब्ल्के 
न स्ते 0 श्र | | 
कक +-अ ० । 


| खिद्ध करों कि 
० श्र का रद 
>' ० सब के 
का! -ऑझख के ञ्र. 
र्क कक न ऊपर 5 


|| 
| 
ं 
। 
| 


था नल्‍य >र नव 


) (अर + कक +- रख) 


:+(शय + कर ५+- खल) [य(क रख) + र(ख अर) + लाभ कर) 
+ आग) + क(कग) + ख(रूर १) 


कनिष्ठफल ४४१७ 
अन्यास के लिये प्रश्न मर 
१ । सिद्ध करा कि 
। के + रख ख+शअ अञकक 
| क+ रेखा खाऊ+आ अकक! | 
॥ क्र ने रख खात+ अर «आई जे खा 


| 

/झअ.. क खत 
ओह कप 

| झा क्र ख 


२ । सिद्ध करा कि 


| कस 3 कस 
(| खग.. १५ खसकग 
| कस... -ह कक्ग 

++-(क -ख) (ख-ग) (क--ग) 
३। खिद्ध करो कि 


। १ करार +>अपेघरे क्रम +अघ | 
| १ अश्गरे+कोघरे अग+कघ 
| है श्रोकर +गरेघरे अकू+गघ | 
+(क-ग) (अ--व) (ग-अ) (क-घ) (झअ-क) (स--घ) 
पहिली ऊध्वाधर पंक्ति के श्ुद्दो को रअगकघ से गुण कर 
दूसई ऊर्ध्वाधर में जोड़ दो तो १८४४ प्रकम के ८ वां उदादरख 
का रूप ही जायगा। द 
२७ 


छ्श्फ .. खमीकरख॒ु-मीमांसा 
४ ।सखिद्ध करो कि _ 


(क+ख-अ-घ)* (क+ख-अ-ब) २ 
(ख+अ-क-घ)* (ख+अ-क>घ) ९१३५७, 
(अ+क-सख-घ)* (अ+क-ख-घ) १, 
+ दे श(क-ख) (अ्र-घ) (ख -अ) (क-घ) (अ-क) (ख-घ) 
यह ठीक श्यछ प्रक्रम के प्वां उदाहरण ऐसा हे यदि 
(क-+ख-अ्र-घ)* इत्यादि मान ला तो 
५ | सिद्ध करो कि 
. भर कक अयकक 
। क्‌ ख कय+ख 
| अय-+क क्य+ख्थ ० | 
- --(अख -क ३) (अय * + रकय + ग) 
पहिली तियंक्‌ पंक्ति कं। य से गुण कर दूसरी में जोड़ो 
ग च्के तीखरी में घटा दो तो मान सदज में आ ज्ञायगा । 
६ | ऊपर के उदाहरण के ऐसा सिद्ध करो कि 


ञ्र कक ख, अयगे +- रकय +- खस्र 
| कक सर ग, कयरे + रखय+ग 
ख़ मः घ, खयरे + श्गय + घ 


अय  -+- २कय + ख, कय रे + श्खय +ग, खय * + रेगय +घ ० 
। अ के ख 
व्ज्- कक खा गन 
| स््ग॒ घ 


(अय* + श्कय * + खरे + शएगय + घ) 


' 5 








७ । सिद्ध करो कि 


5 । 
। अश्यकक , केरय+ंख,, खन्‍यऋऊंग, 
! अयन+के, फेलये-+स,, सय-न+गई । 


॥| 


र्‌ हि छ १ । 
अर अश्य हद क्र क,य +स, ख,य-+ ग, 
अर अश्येककेर करयेेयखर सरयकगर 


5। सिद्ध करो यदि 
फ,(य) >अ,यर् +- रेक ,य + रेख ,/य+ग, 
फर२(य)-अशयर + रेकय' + रेखशय+गर 
फ३(ए)>अशयर + श्क _य  + रेखय +- ग 
तो 
| ( ) * ( पक 
| फहय), . फर((य),  फ(ये) 
फर(य),. फर (य),  फ३ (य) | 
फइ(य), फेर य). फ३ (ये! 


; हैँ ्य, या, “यों 


जा 
ञ्् कं, सं गर | 
| 


| 
| 
! 
| 


डरे 
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| १ अझ अर इअञ्च 
| २ के कक कक 
! ३१३ झत॒ सर खख 
। 
| १ गा गा गया 
कला सा | । खा आ। 
ल्च्ट न । 
का खा; | खा झा क्‍ 





तु ता का | 
ष्ु | आा का! 
अद्ाँ आ- ( क-ख) (झ-ग), का ८ (ख-अ)(क-ग) 
सखा:(अ-क ) (ख-ग), झा (+/-ख') (अ' -ग) 
का - (खा -अ)(क -ग”), खा” - (अ(--क) (छा --ग) 
यहां १८७ अक्रम की युक्ति से क्‍ 
आईकख +अभग)+का(खरश्न + क गा )0+खा( अंक + खग ) 
5कफ और दिए हुए समीकरणों से आ+का+खा- ० इसे 
क्रम से (कख +अंग), (खआ +कग) ओर (अंक! +ख'ग) 
. शुण कर कक में घटा देने से ऊपर के सरूप समीकर णयन 
 ज्ञायंगे । द 
१० | शआ, का; खा का मान फैला कर दिखाओ कि & थे 
उदाध्रण का कनिष्ठफल प 
| है फख + अस, कस के अत! 
२ अखक+का, . अखान-कांगा | 
[१ अकक+खा, .. अक!क संय! द 


कनिध्चफल 


इसके तुल्य होगा | 
११ । खिद्ध करो कि 


य 
अ, ये. 


/औ+-प.०- ५ 3० ३- कक 8 9१ पाता» >30जक०ह, 


या खत 


ऋरय-अभ,) (२-क,) (य-ख ,) (य-ग, ) 
जदाँ कफ ० इसमें अ, ,क,, स, , ग,, अव्यक्त के मान हैं 
इसी गकार न+१ अक्तर की पंक्ति वाले कनिष्ठफल से भी 
सिद्ध कर सकते हो कि कनिष्ठफतल 


अरय-अ,) (प- अ, ) (य- अ५) 


कक क भी के ॥ # +% # 


छ्रहै 


रफियी। इरिकी की. हरी. इकी 


जहाँ फ(य)5 ० इस न घात समीकर ण॒ में अ,, अ, इत्यादि 


अब्यक्त के मान हें । 


१२ । घझ्िझ करो कि 
| अर) त्‌ हर 
कै चर रः 
खो सर है. 
| और ञ्र श्‌ 
5 करे क्‌ श्‌ 
| खरे सर 


नल, 
| 


१८७ पग्रक्रम का ८ वां उदादरण ओर १७४२ प्रक्रम का ११वां 


डदादरण देखो | 


8२२ सम्मीकरणु-मीमांसा 


१३। खिद्ध करो हि 
| आधे झरे २१ 
कर् करे १ 
| सदर खरे 
श्र ञ् १ 
-<| करे कक १ | ( अरक + अख + कख ) 
खरे ख़ र्‌ 
. १४ । खिद्ध करो कि 


| ७-७) ७४-४९ (8-5९ 
(क-अआ) (क-क) (क-ख्र)९ 
| (ख-अ्र ) (ख-क?* (ख-ख”)* | 


१ अ अरे । १ था श्ररे 
न १५ के करें १ का कहे 
१ खस््॒खरे १ खा खरे 





£ ३े ( रेअकस - योकखयोश्र +- यौक खयोअ-- रेअ कस ) 
ऊपर का कनिष्ठफल 


अ, आ, रे अ, १ २, >रेआअ, रेश , पे -अ रे 
क, क, के, र्‌ (१) कर रैक , शेक , “के *ै (२) 


इन दोनों के गुणनफल से बना है ( १६४ धक्रम देखो ) 
उससे कनिष्ठफलों के गुणनफ़ल रुप में मान निकाल गुरुय 
सुखक रूप ज्एंड समभत लो । 





. छरइे 


। सिद्ध ऋरो कि क्‍ 
१+भ०, १, कर रू । 
३२, २ +अ२, रे, . २ 
१; १, रे+अ३3 . है। 
१, १८ १, श्क्ञ , 
च्ज्ञ,अ, अर अं (१+--+चन्न मी ) 


प्रथम ऊर्ध्वाचर घवो का और ऊर्ध्चांधर पघ्रवों में ऋम से 
घटा कर फिर प्रथम ऊर्ध्वाधर के चश से कनिष्ठफला 
मान निकालो | 

इसी प्रद्धार न अच्तर सम्बन्धी पंक्ति में कनिष्ठफंसल 


१६। ऊपर ही की युक्ति से सिद्ध करो कि 
(झ, य य य॑ |, 
यू अ, य य॑ 


[ 
है 


यू य अ३इ ये 
/य ये य अऔ३ , 
5 फ(य)-यफ (य) 
जहां फ(रय)-(य-अ,) (य- अर) (यू-अ३) (य--» ७) ! 
१७ ॥ १८७ प्रक्रम के &वं उदाहरण की युक्ति से सिद्ध 
करो कि यदि अं, २, ४३५ फ(य) 
वञ्यर->प,यर +पस्य-प६ 





४२७ समीकरण-मीमांला 


इसमे अव्यक्त के मान हो तो 


| यरे ये ये १ 
बे रे 

०? अं, अ, २ 

! अप अप अडर रे 

| ध्य़्रै ५  चु 

| ऊीह मे आह रे 


अल मिली पा अ३) (अ, - अ, ) (अ,- अ, ) फ(य) 
रै८। ऊपर के कनिष्ठफल का मान सिद्ध करो छि 


च्च्् प्र १ रोक | 
पा हे १ । अ' अ, १२ अप, अर, २ 
|! डे ॒ 
कह है [य- अऐध॥ आ, १ यर+ श्र अर, १ 
. | | ३ अआ॥३ रे | झरे, अ, है आर, कार 
0 महा हो: पु अइ रै 
ला 
| श्र, झ 
| अर है." अर 


शव 
शी 
हर 
शक 


कै 
(य*-प, यर+प, य-. प ) 


श्छ 
न्क उतरी 


अदि य*, ये, य, इत्यादि के गुणक रूप कनिष्ठफर्लों को 
कक, कफ, कफ३, कफ कहो और पिछले कनिष्ठफल को 
++, तो खरूप समीकरण की युक्ति से. क्‍ 








2 लक हे प्‌. -- कर प्‌ ८-१ 
कफ, हा > कफ भर है कफ 
१ 





७२५४ 


१२३६ । खिंद करो कि न अक्षरों की पंक्ति में. 


| यश्र ग्र श्य़ः 
(अचय आअ झ्रः 
| ह । 
। क््धचक्ा ्य ञअ। 


; मद नव + ह्य * | 
| ञ्रअ ञझ - य। 
+(य-शअश्र)' (य+अ (न+-१)) 
२० । सिद्ध करों कि यदि फ,, फ, और फ, अकरसखी-- 
गत धन थ भिन्न फल द्वो तो 
क फर (अ), फर(ञअ),  फ३ (अर) 
फ२(क), फर(क), फइ३(क) 
फ(स), फर(ज), फ३(स) 
यह ( क-ख ) (ख-अ ) ( अ-क ) इससे अवश्य निः- 
शेष होगा। 
२१ । दिखलाओझो कि कब अयंर + कर रे + खज रे + २ फरख 
+२ गलय -+ २ हयर यह (अ,य+क,र+ख, जल) (अं , य+क (£ 
+ख' ,ल) इसके समान द्ोगा। 


यहां दोनों गुरय गुयक रूप खण्डों के गुगन से और ऊपर 





के फल के साथ तुलना करने से 

झअ, झा, ० आए अः ० | [भ हे ग | 
क्‌्‌ कप ० का, क्‌, ० न्झ ट्रक पफ (नल 
स्, सर, ० | | सा, स, ० !गफस।| 
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ऐसी स्थिति दोगी। इसलिये जहां अं, क, इत्यादि से 
ऊपर का तद्गर॒प कनिष्ठफल बन जाय वहां ग़ुण्य गुणक रूप के 
खयणडो में दिया हुआ धुवशक्तिक फल्न द्वो सकता है| 
झ, अ३ अ३ अ३ अ,, | 
अ, अ, अर भई३ अर, 
अ, अ, अ, अर आ, 
| ञ््र्‌ न्झ्न ञ््् रु ञ् 
्छ अर अआ आ, भश्र,, आ, |. 

इसके गुराय गुणक रूप खण्डों का बताओ । 

मान लो कि य7 -- १८ ० इसमें अव्यक्त मान क्रम से प,प 
बरे, ष०, “7 - २ हैं। द्वितीय ऊध्वाधर ध्रवो का पहिले क्रम से 
पथम ऊध्यांधर ध्बा में जोड़ देने से फिर ष, ष", ष*, ष* से 
क्रम से गुण कर पहिले ऊध्वांधर ध्रवां में जोड़ देने से १६४श५वयं 
धंक्रम के १३ व उदाहरण की युक्ति से सिद्ध कर संकते दो कि 
अुखणु स्गानऊ 


अं, की आर नकभी अर के आ नी अ,, 
आअ, +षश्च३ +षपर्आअ +परेदआ  +पर्ञआ, 
अ, क+पआ, +पष्श +प अ, +परे 
अ, +प श्र, +प अ, +- पप्ञआ, +- पर शञ 
अ,कफोॉंआअ, +परंञ्र, +पअ +प अ.,, 
ये होगे । 
इस प्रकार से हिल कनिष्ठफल में अक्षरों का विन्यास 
न्‍क- में दोता है उस कनिष्ठफल्ष के ध्रवों के चक्रवाल घच 
कटते 


श्र | 


किन सी ++ पल फललललीी-->+++ -->नन जनम पान 5 रखतक 399 अका+ ऋ-क५>कपा+-काअक अर िक-क केक जज 


. कनिष्ठफल 





यदि प्रति पंक्ति में न अक्तर के निवेश से चक्रवाल भुव 
खंबन्धी कनिष्ठफन्न हो तो वहां भी ऊपर द्वी की युक्ति से 
यों १५८०० इसके सब अव्यक मान से सुण्य सुण॒के खरण्डों 
का पता लगा सकते हो | 


२३! , अन्न के ० 9..." कक «० ; 
5 है अत-३ नि-१ 08) 
|. ० ““रै अत-२ ' लनि-२ ० 
हि ० “है अतन-ह8 फकैल-३ 


की का 


इसका मान बताओ | जहां प्रथम घधान धभ्व के आगे एक 
भ्रव संख्यात्मक और बाकी प्रधान ध्रवों के आगे एक एक 
संख्यात्मक घव और पीछे -१ धव्र हैं। अवशिष्ट सब झुबद 
शन्य है | कनिष्ठफल को यदि फन ओर प्रथम ऊध्वांधर घुवा 
के रूप में फन के मान में अत, ओर कत भझुवों के वश जो प्रथम 
लघु कनिष्ठफत्च न-१५ और न-२ अक्चर के पंक्ति का दी ता 
उन्हें क्रम से फत्-, और फन-२ फेंद्दी तो 

फत ते अनफत-३ त कैनफल-र |. 

यद्धि न ८१, फ, त्अ,, नर से तो फर 5 अस्अ २ +के: 
झब इन दोनों के उत्थापन देने से ऊपर के समीकरण के बल 
से फ.फ, इत्यादि के मान जान सकते हो | 

ऊपर के फन के मान में फ+-५ का भाग देने से 











फाा 2... फंस--२ 
फेस. २ 


शेर क्‍ समोकरण-मीर्मासा 


._ इसमे न के स्थान में न- १, के उत्थापन से. 


- कर | अ._, + लि- 
फेक्-श फन-२ 
फ्- २ 


यो बार बार क्रिया करने से 


शक प्फू कक. 
“ >> 5 अ+- लि _ 
फः 
ब-- १ फल. ॥. 


ः 

।. 
| 

गा 

न्क्े 


इस प्रकार के का मान पक वितस भिश्ष के रूप में 


श 


रछ। । कआऋ ्श ७० ७... # 
4; दा झा श3 9. ०७ | 
कूप्-। 9 के. यू हे ७ ० | 
५ ७ पद ब्रुु है «» 





की कब 
$ 
हु 
छ 
फ्ं 
॥ 
श 


कनिष्ठफतल थर्ड 

इसका मान बताओ । 

यहां श्र, क, १ ये ही तीन संख्यात्मक ध्व हैं । यहां मां 
ऊपर के उदादरण दी के संकेत से 

फत्त > अफत- २० फफल-श३ 

फ, ओर फ, के मान यहां उदाहरण से अ ओर भ्ररं--क 
हैं । फिर इनके वश से ऊपर के समीकरण से फ३, फल्‍ इत्यादि 
के मान जान सकते दो; जैसे फ, ८ अफ, “कफ, 5 अ' - ऋछ 
“ अक + अर - २ अक | फ, >अफ३ “ फेफ ३ > अ्रें «दे भ्ररक 
-क (अरे-.क)> अर -३ झअपक + को इसलिये साधारण से 


(न-३) (न-- २) न- 
ज्र्ँ 


_ (न-४)(न--४) (न रे)न-8्कर + --- 


फूज ८ भर - (८-- १) अर कर श्र 


ह ३] 
रप | अनकय ह्ृ ग 

हर ऋकय फ 
मत ता गा फ खकय - 


्् र् 3 हा 


.. यद न अच्तर पंक्ति का तद॒प कनिष्ठफल है | इसके मान 
में अ+य प्रधान भव का जो प्रधान प्रथम लघु ऋनिष्टफल दो 
उसे फन-« कहो और इसमे क+य प्रधान भव का प्रधान लघु 
कनिष्ठफल हो उसे फल २, इसी प्रकार फल ३; फेल-+ दित्यादि 
मानो और नीचे एक तियेक्‌ पंक्ति अन्त में ओर एक ऊध्वॉधर 
पंक्ति थी अन्त में और धवों को बढ़ा दो जिनमें कर गत प्रधान 
भ्रव १ और सब शन्‍्य दो क्यों कि ऐसा करने से कनिष्ठफलों 





छ३० 


के मान में भेद न पड़ेगा। इस प्रकार से न+ १ फल उत्पन्न 
झगे जो क्रम से फेज, फेज्-२५ फिज-२७ फेन-३)** 'फर, फ,, फ 
ये हैं जिनमें य के घात उनकी संख्या न, न- १ .के समान हैं। 
ऊपर के फलो में यदि य के स्थान में +०० का उत्थापन दो 
तो सब धन होंगे जहां फ,८ १ खबंदा धन ही रहेगा और य 
के स्थान में -०० का उत्थापन देने से फ, से गिनती करने 
में एकान्तर घन और ऋण दोंगे; इसलिये यहां न व्यत्यास की 
हानि दोगी। रा रा 

अब यदि य का कोई ऐसा मान दो क्लि उसके उत्थापन 
से फन और फ, को छोड़ कर और कोई शून्य हो जाय तो 
शर२रवें प्रकम की युक्ति से उसके आगे और पीछे के फल 
विरुद्ध चिन्ह के दोंगे;इसलिये ऊपर जो फल्नों कीं श्रेढ़ी लिखी 
है उसमें य का मान बढ़ते बढ़ते जब तक डस मान को न 
लाओगे जिसमें कि फ+/+० तब तक व्यत्यास की द्वानि न 
होगी। इसलिये स्टर्म की युक्ति के ऐसा यहां --०८ और 
+०० इसके बीच य के मान में न व्यत्यास की हानि होने से 
फन २० इसमें न अव्यक्त मान अर्थात्‌ सब अव्यक्त मान 
संभाव्य दोंगे। और फल्नों की श्रेढ़ी में सब फलों में वैस ही 
धर्म है जैसा कि फत ० इसमें है। इसलिये फ+- ५ 5 ० इसमें . 
भी न--२ अथांत्‌ सब अव्यक्त मान संभावय होगे | इसी प्रकार 
सब फली में भी यहां पर सब अव्यक्त मान संभाव्य हॉंगे। 

_ फन३१० इसमें संभव है कि मान समान हो। मान लो 
कि तमान प्रत्येक तर, के तुल्ब हैं। तो फ-_ ४ +० हसमें 
त-२१ मान प्रत्येक अ, के तुल्य द्वोंगे । फ.._ 5० इसमें त - रू 
मान, के तुल्य होंमे।............  रररऱ् 











ण्प्क व्द्ू निष्ठ की । 


२६ । सिद्ध करो कि ऊपर के उदाहरण में यदि फनन्‍्नल* 
इसमें त मान प्रत्येक अ, के तुल्य दो तो किसी प्रथम लघु 
कनिष्ठफल में १-१ और किसी द्वितीय लघु कनिष्ठफल में 
त- २, मान प्रत्येक अ, के तुल्य दंगे । 


था. हा, गा--उत्क्म कनिष्ठफल में तत्स्थानोय ध्रव्ों को 
मान लो तो उत्क्रम कनिष्ठफल के वश से एक 


छ्द्रे पा श्र 
प्‌ फ्लस ; हि कि 








| धरा का ««* हारे ब्् फरन्न-२ फ्त्न || 


तियंक और ऊर्ध्वांधर पंक्तिआं के हटा द॒टा कर रखने 
से यह स्पष्ट है कि प्रधान प्रथम लघु कनिष्ठफल में १-१ वार, 
अ, यह समान मान रहेगा। इसलिये ऊपर के समीकरण स 
सिद्ध कर सकते दो किहामें भी वद्द सान त-*९ वा 
 आवेगा। ओर दा यद्द कोई प्रथम लघु कनिष्ठफल मान; 
सकते दो | 


२७ | बताओ केसी स्थिति में 


) : 
| अनकय ड़ ग'ः 
; हे | 
ह हु कं+ये फ|कः० 
। ग्‌ फ खकय 


इसमें य के तीनों मान समान होगे । 

जब किसी प्रथम लघु कनिष्ठफल में व मान समान वहो 
दो तो तीनों मान समान होंगे, इसलिये यहां इ के वश से 
प्रथक लघु कनिष्ठफल 


फपफ 
हद खकय )>-गफ --“>मबनजखर (हू 


4 
कह 





शेर 
गए के धश, प्रथम लघु कनिष्ठफेल 
« आग (क+ ग)-इफ.'. -य-क... फि 
ग 


फ के वश प्रथम ज़घु कनिष्ठफल 
जी ल्‍फ (अ+ य)-- हग .'. -- ये झ- 


ये-य अब सब 
समान होगे तभी तीनों मा क्‍ 
'बकते हें | कह जय 3 जमान द्दो 
इसलिये अन्न 3858 -क्‌-- + __ ॒ ख _. गफ 
ह ग हु 


६ २९३ घक्रम में (२) प्रकार जो चतुर्घात समी 
लक सब करण के 
७७० ए०- है उसमें जो ञझ, क. ख इत्यादि है उनसे दिख- 





5 क्‍ 
4 | 
| 5 ह व | ५ रु ह ह 
'फ दू * ० । पा प्‌ ० 
। हे । 
ही त कि 2 त्त ० 
२, प्‌+प, त+त्ता ! 
- प+प, रपप! पत्र +चपतच [+-० 


| 


क्‍ त+तठ, पतॉकपत, श्तता :; 
इस सरूप समीक्ष रण से क्‍ द 


रे ञ्् कः सख+9 अफि 
कर, सर - झअझफि गा 


खकफक रधफि, मे, ख्ण्प 





न्‍्+४ अर फिर - अज्लाफि + छान्‍८० क्‍ 
२०३---आज कल प्राय: खबंत्र नये गाणितिकों के प्रन्धों 
में लाघदव से मान दिखाने के लिये कनिष्ठफल ही का 
व्यवहार विशेष रूप से रहता हद । इसलिये इस अभ्यास में 
जहां तक हो सका है कुछ फेडाकर कनिष्ठफल के नियम 
और उदाहरण दिखलाए गए है । जितनी वातलें इस विषय 
पर इस अध्याय में लिखी गई हैं उनको अच्छी तरह से 
द्रव ५० ५ क्र 
सीखने से बुद्धिमान कनिष्ठफल के विषय से पूर्ण निपुण हो 
जायगा और इस विषय पर अपने बुद्धिबल से भी अनेक 
कल्पना और उद्दाहरण करने की योग्यता सम्पादत कर 
सेगा। 


, बहुत से गाशितिक लोग इस पर हंसरों कि इंस कनिष्ठ- 
 फल्न के नियमों के बिना द्वी केवल गणशन, भागहार, और णोट 
वियोग ही से सर्वत्र काय निवाह हो जाता है फिर कनिष्ठ 
फलों के नये नये संकेव और नियमों से क्‍या प्रयोजन, क्‍यों 
. व्यर्थ ग्रन्थ बढ़ा कर समय लष्ट करना । 


इस पर इतना ही कहना पयाप्त हे कि इस ग्रणित शास्त्र 

में जितने ही लाघव से गणित का कर्म हो उतनी दी क्रिया 
की प्रशंसा होती है। इसलिये गुणन, भजन सें व्यथं जो का 
और स्थान खराब होते हैं उसके स्थान में यदि ग्रन्थ में किया 
की युक्ति दिखलाने के लिये कनिष्ठल का महण किया जाय 
तो बहुत ही अल्प काठ और झल्प स्थान में सब युक्तिआँ 
दिखलाई जा सकती हैं। भाम्कराचाय ने भी अपने बीज- 
गणित में लिखा हे दि . 


| 


कै 





॥ डंडे पा 
रू 


“कचिदादेः कचिन्मप्यात्‌ . 
_क्वचिदन्दतात्‌ 

आरमभ्यते यथा लष्वी 
. निवहेश वया 














